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WSTEP

Zasadniczym celem podrecznika jest przekazanie Czytelnikowi wybra-
nych powszechnie znanych i uzywanych zastosowan modeli matematycznych
oraz metod obliczeniowych badan operacyjnych.

Zaprezentowany material zostal podzielony na 10 rozdzialéw, sposréd
ktérych 7 obejmuje wybrane zagadnienia teorii optymalizacji. Rozdzial
pierwszy wprowadza Czytelnika w tematyke badan operacyjnych. Rozdzial
drugi i rozdzial trzeci poswigcono zagadnieniu teorii programowania linio-
wego, zwracajac szczegolna uwage na formulowanie modelu, rozwiazywanie
zagadnienn metoda geometryczna oraz z wykorzystaniem narzedzia pakietu
MS Office Solver. W rozdziale czwartym zamieszczono podstawy teoretycz-
ne dotyczace programowania dyskretnego, catkowitoliczbowego oraz stocha-
stycznego. Kluczowym elementem rozdzialu piatego jest prezentacja metody
simpleks rozwigzywania zagadnien programowania liniowego oraz dualnos¢
w programowaniu liniowym. Rozdzial szésty przedstawia zagadnienia doty-
czgce programowania ilorazowego, skupiajac sie na znalezieniu rozwigzania
kompromisowego dla sformutowanych kryteriéw. Rozdzial siédmy poswie-
cony zostal modelom przedsiewzie¢ sieciowych w oparciu o teorie graféw.

Kazdy z zaprezentowanych powyzej rozdzialéw zakonczony jest zestawem
pytan, ¢wiczen i zadan do samodzielnego rozwigzania wraz z odpowiedziami.

W rozdziale 6smym przedstawiono przyklady zastosowan wybranych
teorii, zwracajac szczegélna uwage na zastosowanie teorii badan operacyj-
nych dla: zagadnienia transportowego, zagadnienia mieszanki, kontroli za-
pasow i planowania produkcji, przeplywéw miedzygaleziowych oraz analizy
drogi krytycznej metoda PERT.

Rozdzial dziewiaty ma za zadanie zapoznanie Czytelnika z mozliwo-
$ciami wykorzystania programéw komputerowych wspomagajacych rozwia-
zywanie zadan optymalizacji. Szczegdlna uwage zwrdcono na zastosowanie
programu LP_SOLVE, pakietu LINDO oraz oprogramowania R.

Rozdzial dziesiaty zawiera najciekawsze projekty studentéow Wyzszej
Szkoly Ekonomii i Informatyki w Krakowie, realizowane w procesie ksztalce-
nia przedmiotu Badania operacyjne.

Zdaniem autoréw zaprezentowany w niniejszym podreczniku zakres tema-
tyczny wybranych elementéw Badan operacyjnych moze stanowi¢ doskonate
wprowadzenie do korzystania ze wskazanych metod ilo§ciowych w praktyce
tj. w ekonomii, finansach czy w zarzadzaniu.






1. CZYM SA BADANIA OPERACYJNE -
WPROWADZENIE DO TEMATU

Badania operacyjne stanowia rozlegla dziedzine zastosowann matematyki
do analizy i sterowania skomplikowanymi uktadami produkcyjnymi, organi-
zacyjnymi czy strukturami ekonomicznymi. Rozwdj badan w tej dziedzinie
nastgpit lawinowo w ciagu ostatnich dziesiecioleci w wyniku zainwestowania
duzych $rodkéw finansowych, jak réwniez ogromnego postepu techniki obli-
czeniowej zwigzanej z uzyciem komputeréw. Nadmienic¢ nalezy, ze inwestycje
wlozone w badania operacyjne nie byly i bynajmniej nie s3 bezinteresowne.
W historii wydatkéw na nauke, naktady wlozone na badania operacyjne oka-
zywaly sie najczesciej bardzo rentownymi.

W literaturze spotka¢ mozna wiele przykladéw intratnych zyskéw, jakie
osiagniete zostaly przez poszczegdlne przedsiebiorstwa w wyniku zastoso-
wania badan operacyjnych. Usprawnienie organizacji pracy, wybieranie opty-
malnych wariantéw produkcji, podejmowanie najlepszych, z punktu widzenia
intereséw zakladu, decyzji przez jego kierownictwo, ,naukowe” harmonogra-
mowanie robo6t — wszystko to sg przyklady zastosowania badan operacyjnych
w praktyce. Elementy badan operacyjnych wchodza dzi$ do programu szkole-
nia kadr kierowniczych we wszystkich krajach $wiata i stanowia nieodlaczna
ceche kazdej dziatalnosci produkcyjnej na wieksza skale.

Zakres tematyki okreslonej wspdlnym mianem badan operacyjnych jest
bardzo szeroki i obejmuje m.in.:

— tzw. programowanie matematyczne (nie myli¢ z programowaniem

komputeréw),

— teorig gier,

— teorie masowej obstugi,

— wyspecjalizowane dzialy statystyki matematycznej.

W dalszej czesci niniejszej ksiazki przedstawione zostana wybrane zagadnienia
z dziedziny badan operacyjnych. Sposéb prezentacji i rozlozenie akcentéw wyni-
kaja z intencji jak najsilniejszego zwiazku z wykorzystaniem komputeréw, co wiaze
sie ze zdobyciem umiejetnosci stawiania zagadnien i formulowania ich w postaci
sformalizowanej, wymaganej do zastosowania odpowiedniego algorytmu obliczen.
W zwigzku z tym mniejszy nacisk polozono na kompletno$¢ metod rozwigzywa-
nia, dowody twierdzen i precyzyjne formulowanie warunkéw istnienia rozwiazan.
Bardziej pobieznie oméwione sa same algorytmy rozwiazywania poszczegdlnych
zagadnien. Wiekszo$¢ opisanych w literaturze algorytméw rozwiagzywania zadan
z dziedziny badan operacyjnych jest opracowana w postaci gotowych programéow
komputerowych, a zadaniem przedmiotu jest zdobycie umiejetnosci korzy-
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stania z tych programéw. Typowym zagadnieniem, w ktérym metody badan
operacyjnych moga by¢ uzyte, jest optymalizacja pewnego systemu

Przez optymalizacje rozumie sie ustalenie charakterystyk systemu w taki
sposéb, aby dzialal on prawidtowo, za§ pewna funkcja zalezna od charaktery-
styk systemu osiggala warto$¢ najmniejsza lub najwieksza.

Z punktu widzenia matematyki jest to zadanie znalezienia ekstremum wa-
runkowego. Funkcja, ktérej ekstremum jest poszukiwane nazywa sie funkcjg
celu, funkcjg kryterialng lub wskaznikiem jakosci, zas warunki ogranicza-
jace musza by¢ takie, aby system dzialal prawidlowo. Najczesciej warunki
ograniczajace maja posta¢ rownan i nieréwnosci algebraicznych, a ich zbiér
nazywany bywa modelem matematycznym systemu.

Model matematyczny odzwierciedla w pewien sposéb i najczesciej z pew-
nymi uproszczeniami strukture optymalizowanego systemu. Czasami tatwo
jest uzyska¢ uklad ograniczen od razu w postaci réwnan lub nieréwnosci,
a niekiedy dla uzyskania modelu matematycznego konieczne jest uzywanie
innych technik jak np. techniki graféw. Model matematyczny ukladu zawiera
informacje o nim w formie samej postaci réwnan oraz w postaci szeregu da-
nych liczbowych, charakteryzujacych badany uktad’, nazywanych jego para-
metrami strukturalnymi.

Rozwiazanie problemu optymalizacji podzieli¢ mozna na cztery etapy.

1. Obserwacje uktadu.

2. Sformulowanie modelu.

3. Znalezienie rozwiazania optymalnego.

4. Wdrozenie rozwigzania optymalnego do praktyki.

W dyskusji tych etapow wazne jest rozrdznienie roli, jaka w ich realizacji
odgrywa praktyk kierujacy przedsiewzieciem, we wspoélpracy z teoretykiem,
ktory formalnie rozwigzuje zadanie i ,dokonuje tlumaczenia” faktéw i wiel-
kosci rzeczywistych na liczby i formuly matematyczne i vice versa. Nie jest
mozliwe osiagniecie sukcesu, jesli tych dwoje ludzi (rozumianych symbolicz-
nie) nie bedzie w stanie sie porozumie¢ i wspotpracowac ze soba. Dlatego
elementy metod optymalizacji musza by¢ znane praktykom — menedzerom,
a teoretycy optymalizacji musza rozumie¢ systemy, ktére optymalizuja.

Obserwacja ukladu ma na celu wyznaczenie parametréw strukturalnych
modelu (danych liczbowych o uktadzie) oraz przesledzenie wzajemnych po-
wigzan pomiedzy elementami ukltadu wewnatrz niego, jak i jego oddziatywa-
nia z innymi ukladami. Na podstawie obserwacji mozna sformufowa¢ model

" Na okreslenie optymalizowanego fragmentu rzeczywistoéci uzywane beda zamiennie terminy system
lub ukfad.
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matematyczny systemu i podac posta¢ funkcji celu. Znalezienie rozwigzania
optymalnego sprowadza si¢ wowczas do matematycznego zadania znalezie-
nia ekstremum warunkowego funkcji wielu zmiennych.

Dla praktyka, zatrudnionego w produkcji, podstawowe znaczenie maja
dwa pierwsze elementy procesu optymalizacji, tzn. obserwacja kierowanego
przez niego ukladu produkcyjnego, stawianie mu zadan i wytyczanie celéw
tak, aby osiagnac najlepsze efekty. Jesli nie chce on podejmowac decyzji w tym
wzgledzie w oparciu jedynie o swoje wlasne domysly lub intuicje, to powi-
nien posia$¢ wiedze o formulowaniu modelu matematycznego kierowanego
przez siebie zakladu (badz pewnych jego elementéw) i decyzje podejmowac
na podstawie rozwiazania optymalnego.

Nalezy tu podkresli¢ jeden wazny moment. Bardzo czesto okazuje sie, ze
rozwigzania optymalnego nie mozna wcieli¢ w zycie w danej chwili, poniewaz
przyniostoby to dorazne straty, nie uwzglednione w modelu matematycznym.
Mozna jednak tak zaplanowac¢ zmiany strukturalne ukladu, aby stopnio-
wo dazy¢ do wprowadzenia struktury optymalnej. Czesto nie rozpatruje si¢
tych mozliwosci, gdyz przewaznie przecza one tzw. ,zdrowemu rozsadkowi”
i nie s3 w ogdle zauwazane. Zastosowanie badan operacyjnych ujawnia te
mozliwosci.

Trzeci etap procesu optymalizacji jest domena zawodowych matematy-
kéw, ktérzy przygotowuja najefektywniejsze algorytmy dla rozwiazania zada-
nia okreslonego typu. GIéwnym motywem poruszanym w tej ksiazce bedzie
etap drugi, tzn. formulowanie modelu matematycznego. Obserwacja uktadu
zawiera pewne wyspecjalizowane dzialy charakterystyczne dla badan opera-
cyjnych, najczesciej jednak postuguje sie standardowymi metodami statystyki
matematyczne;j.

Uwaga! Znalezienie rozwigzania optymalnego nie jest réwnoznaczne z ak-
ceptacja tego rozwigzania. W zasadzie nalezaloby tu wprowadzi¢ dodatkowy
etap analizy i wdrazania rozwigzan, w ktérym rola praktykéw jest decydujaca.

W wielu przypadkach probleméw optymalizacji, obok rozwiazania opty-
malnego poda¢ mozna rodzing tzw. rozwigzar suboptymalnych.

Podczas analizy otrzymanych rozwigzan, w trakcie ktdrej bierze sie pod
uwage wszystkie aspekty zagadnienia, czesto okazuje sig, Ze najkorzystniej
jest wciela¢ w zycie jedno z rozwigzan suboptymalnych. Oczywista jest w tym
przypadku rola praktyka, ktéry podejmujac decyzje o wyborze rozwiazania,
ponosi takze ryzyko zwiazane z realizacja projektu.

Przez optymalizacje rozumie sie ustalenie charakterystyk systemu w taki
sposéb, aby dzialal on prawidtowo, za§ pewna funkcja zalezna od charaktery-
styk systemu osiagata warto$¢ najmniejsza lub najwieksza.
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Z punktu widzenia matematyki jest to zadanie znalezienia ekstremum wa-
runkowego. Funkcja, ktérej ekstremum jest poszukiwane nazywa sie funkcja
celu, funkcjg kryterialng lub wskaznikiem jakosci, zas warunki ogranicza-
jace musza by¢ takie, aby system dzialal prawidlowo. Najczesciej warunki
ograniczajace maja posta¢ réwnan i nieréwnosci algebraicznych, a ich zbiér
nazywany bywa modelem matematycznym systemu.

Prosty przyklad.
1. Dana jest kwadratowa funkcja celu jednej zmiennej

flx)= —2x>— x + 2 i warunki ograniczajace: xe(—oo,+o0), co praktycznie
oznacza, ze przyklad jest bez ograniczen.

Problemem optymalizacji jest maksymalizacja funkcji f{x), co bedzie zapi-
sywane: f{x)—>max.

Zadanie optymalizacji polega zatem na rozwiazaniu zadania: znalez¢ mak-
simum funkgcji fl{x)= —2x> — x+2. W celu znalezienia rozwigzania mozna ob-
liczy¢ pochodng, przyréwnac ja do zera, rozwiazaé powstate réwnanie i na
koniec zbada¢ czy spelniony jest warunek dostateczny istnienia ekstremum:

f(x)=—4x — 1, -4x — 1=0, x = — ; , gdzie x, oznacza punkt, w ktérym osia-
gane jest maksimum funkcji. Warunek dostateczny nie bedzie zbadany, za-
miast tego zostanie zaprezentowany wykres funkeji f{x).

Wykres funkcji f(x) = —2x2 —x + 2

Xo - maksimum (bezwarunkowe)

-2 -11/2 -1 -112 0 12 1 112 2

Rys. 1. Wykres kwadratowej funkgji celu i punkt optymalny
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2. Dana jest ta sama funkcja celu:
f(x)=-2x" — x+2

i warunki ograniczajace:

x>0,

x>1.
Zadaniem optymalizacji jest, podobnie jak poprzednio: fix)—>max.
Zadanie mozna zatem sformutowac tak:
Znalez¢ x , takie, ze f{x )—>max,
W obszarze dopuszczalnym x€ [0, 1]

Tym razem warunki konieczne na istnienie ekstremum nie moga by¢ za-
stosowane i zadanie zostanie rozwiazane graficznie jak pokazano to na rysun-
kach 21i3.

Wykres funkcji f(x) = —2x2 —x + 2

Xo - maksimum (warunkowe)

>

-2
Obszar dopuszczalny

-2 -11/2 -1 -172 0 12 1 112 2

Rys. 2. Ekstremum warunkowe ograniczone do przedziatu [0,1]



14 ROZDZIAL 1

Wykres funkcji f(x) = —2x2 —x + 2

N
[
)

)

1,5

Xo - maksimum (warunkowe)

1,0

0,0 -

05 \\

-1,0 -
0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

X - na skali caty obszar dopuszczalny

Rys. 3. Przedzial ograniczony [0,1] w ktorym jest badany system

Wida¢, ze tym razem maksimum (ogélnie ekstremum) osiagane bedzie
na koncu przedzialu dopuszczalnego (w ogdlniejszym sformulowaniu — na
brzegu obszaru dopuszczalnego). W przypadku funkcji kwadratowej, takiej
jak na rysunku 1, maksimum mogtoby wystapi¢ wewnatrz obszaru dopusz-
czalnego wtedy, gdyby punkt ekstremalny funkcji (na rys.1) lezal wewnatrz
tego obszaru. Najczesciej jednak punkt optymalny lezy na brzegu obszaru
dopuszczalnego.

3. Dana jest liniowa funkcja celu:

flx) = 2x i warunki ograniczajace:

X = —o0

x> o0 c’zyli, tak jak w pierwszym punkcie przykladu, x € (—co,+c0), a wiec bez
ograniczen.

Zadaniem jest, podobnie jak poprzednio znalezienie x: f{x)>max.

Pochodna funkcji f{x) wynosi f'(x) = 2 i nigdy nie jest réwna zeru, wiec ekstre-
mum nie istnieje (maksymalna warto$¢ funkcji wynosi +eo dla x = +o0).

4. Dana jest ta sama liniowa funkcja celu:
flx) = 2x i warunki ograniczajace:
x =0,
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x 2 3 czyli, obszar dopuszczalny: x € [0,3].
Zadaniem jest, podobnie jak poprzednio: f{x)>max.
Nalezy zatem rozwiaza¢ problem optymalizacji:
flx)>max, dlax € [0,3].

Podobnie jak w punkcie 2, rozwiazanie zostanie przedstawione graficznie.
Wynik przedstawiaja rysunki 4 i 5. Wida¢, ze rozwigzaniem optymalnym jest
x, = 3 (a wigc wartos¢ z brzegu obszaru dopuszczalnego).

- maksi K
Wykres funkeji f(x) = 2x Ep= L ST (ERTL S0y

-6

Rys. 4. Wykres liniowej funkcji celu, zaznaczony obszar dopuszczalny oraz maksimum
warunkowe x, = 3
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Wykres funkciji f(x) = 2x

6 Z)
Y
Xo - maksimum (warunkowe) 1 '
5
4
Y 3 >r
2
1
ok
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0

X - na skali caty obszar dopuszczalny

Rys. 5. Przedzial ograniczony [0,3] w ktérym jest badany system

Powyzszy przyklad mozna rozwigzaé¢ metoda zadania dualnego. Zadanie
dualne bedzie opisane bardziej szczegétowo w rozdziale piatym, tutaj zosta-
nie przedstawione jedynie zastosowanie.

Zadanie pierwotne:
f(x) = 2x —> max
przy warunkach:
x> 3,—x 20, (ten warunek zostal zmodyfikowany, aby obie nieréwno$ci mialy
ten sam kierunek).

Zadanie dualne:
80, y,) =3y, min

przy warunkach: y, —y, > 2.

W zadaniu dualnym y, i y, s3 tzw. zmiennymi dualnymi (jest ich tyle ile
jest warunkéw ograniczajacych w zadaniu pierwotnym), g jest dualna funkcja
celu (jesli f dazyla do maksimum to g zdazy do minimum i odwrotnie, za$
wspoélczynniki przy zmiennych od ktérych zalezy funkcja g, sa réwne prawym
stronom nieréwnosci w zadaniu pierwotnym — w tym przypadku 3i 0). W za-
daniu dualnym ograniczen jest tyle ile jest zmiennych w zadaniu pierwotnym
(w naszym przypadku jedna), a wspélczynniki przy zmiennych dualnych sa
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w kolejnych ograniczeniach réwne wspoélczynnikom w ograniczeniach zada-
nia pierwotnego, czyli 1 i —1. Nieréwnosci ograniczajace w zadaniu dualnym
maja przeciwny kierunek.

A

V2

Obszar dopuszczalny

i
Rys. 6. Obszar dopuszczalny i rozwigzanie optymalne dla zadania dualnego

Rysunek 6 pokazuje graficzne rozwiazanie zadania dualnego, ktére zosta-
nie opisane doktadniej w rozdziale 5.4. Wida¢, ze rozwigzaniem optymalnym
jest w przestrzeni zmiennych dualnych y, y, punkt (2,0), gdyz lezy najblizej
poczatku uktadu wspétrzednych (minimalizacja funkcji celu). Oznacza to,
ze y,=2 i y,=0. Wartos$¢ funkcji g(2,0)=6. Poniewaz z teorii dualnosci wy-
nika, ze f, =g . wiecf =6, czyli x,=3, co pokrywa si¢ z wczesniejszym
rozwiazaniem.

Pytana i ¢wiczenia
1. Rozwigza¢ zadania optymalizacji:
a) fixy) =%+ y*>min
b) fix) = 5 x —> max
przy warunkach: x < 1, x > 0.
o) flxy) = e®*? - min
przy warunkach:x + y=2,x >0,y 2 0.
d) Ile cm? blachy nalezy zuzy¢, aby wycia¢ prostokat o obwodzie 100
cm i najwiekszej powierzchni?
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e) fix) = 2x+|x*— 1|—> max

przy warunkach: x <4, x > — 1.

Odpowiedzi:
a) (0,0),1(0,0)=0
b)x =1A1)= >
) (0,2), (2,0),/10,2) =f12,0) = ¥
d) 625 cm?(x =25 cm, y = 25 cm)
e) x, =4 fl4) = 24.



2. PROGRAMOWANIE LINIOWE -
FORMULOWANIE MODELU | METODA
GEOMETRYCZNA

W rozdziale tym zostanie zaprezentowany przyklad zagadnienia optymali-
zacji z kategorii zadan programowania liniowego. Zostanie on sformulowany
w postaci werbalnej oraz przettlumaczony na postac sformalizowana. Nastep-
nie pokazane bedzie jego rozwigzanie metoda graficzng. Metoda ta pozwala
na wyrobienie sobie intuicji i utatwia zrozumienie sensu samego problemu
minimalizacji z ograniczeniami, jak tez pozwala zrozumie¢ technike znajdo-
wania rozwigzania.

Z wymienionych wzgledéw przyklad ponizszy stanowi kluczowy punkt
w lekturze calego podrecznika, dlatego zaleca sie przesledzenie tresci i opisu
tego przykladu.

Przyktad

Badanym systemem jest maty zaktad produkcyjny. Na podstawie ob-
serwacji ustalono, ze zaktad produkuje dwa rodzaje wyrobow A i B. Za
jedng sztuke wyrobu A zaktad otrzymuje 11 000 zt, za jedng sztuke wy-
robu B — 8 000 zt.

Do wyprodukowania jednej sztuki wyrobu A zuzywa sie:

— 30 kg blachy stalowej za 100 zt za kg,

— 2 kg blachy miedzianej za 300 zt za kg,

— 1 kg pleksiglasu za 500 zt za kg,

— detale dodatkowe o wartosci 1800 zi,

— 12 roboczogodzin.

Do wyprodukowani jednej sztuki wyrobu B zuzywa sig:

— 10 kg blachy stalowej,

— 0,5 kg blachy miedzianej,

— 2 kg pleksiglasu,

— detale dodatkowe o wartosci 400 zt,

— 16 roboczogodzin.

Czas pracy wynosi 8 godzin dziennie. Jedna roboczogodzina kosztuje zaktad
100 zi, zas zatrudnienie wynosi 5 0sob pracujgcych w produkcji.

Budzet zaktadu nie moze przekroczy¢ 500 000 zt miesiecznie zas na mie-
sieczng produkcje przeznaczono:

— 1000 kg blachy miedzianej,

— 200 kg pleksiglasu.
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Ile sztuk wyrobu x, i x, nalezy wyprodukowac w ciggu miesiqca, by zysk byt
najwiekszy?

Formutowanie modelu

Na poczatek zapisano ograniczenia i cel optymalizacji, wynikajace z tresci
zadania w postaci zwyklych zdan orzekajacych. Za okres obliczeniowy przy-
jety zostal miesiac.

1. Koszt produkcji nie moze przekroczy¢ 500 000 zt.

2. Liczba roboczogodzin nie moze przekroczy¢ S * 8 * 26 = 1 040.

3. Zuzycie blachy miedzianej nie moze przekroczy¢ 1 000 kg.

4. Zuzycie pleksiglasu nie moze przekroczy¢ 200 kg.

5. Funkcja celu zostaje okreslona jako miesieczny zysk zaktadu.

W kolejnym krokuzdania te zostana zapisane w postacirelacjimatematycznych.
Niech x, oznacza liczbe sztuk wyrobu A produkowana miesiecznie, za$
przez x, odpowiednio liczbe sztuk wyrobu B. Zysk netto po odliczeniu kosz-
téw wynosi zatem dla wyrobu A:, natomiast dla wyrobu B: .
Funkcja celu ma wéwczas postac:

3900x,+3850x,=f (1)
Ograniczenia natomiast mozna zapisac jako:
Ograniczenie 1: 7100x, + 4150x, < 500 000. (2a)
Ograniczenie 2: 12x, + 16x,< 1040 (2b)
Ograniczenie 3: 2x, + 05x,< 1000. (2c)
Ograniczenie 4: X, + 2x,< 200. (2d)
Oczywistym jest takze, iz x,> 0 oraz x, > 0. (2e)

Znalezienie rozwigzania optymalnego

Zadanie polega na znalezieniu maksimum funkgji fprzy warunkach (2a) - (2e).
Rozwiazanie go metoda graficzng sprowadza sie do znalezienia na ptaszczyz-
nie zmiennych x, x, obszaru rozwiazan dopuszczalnych (zbioru tych punk-
téw, ktoére spelniaja ograniczenia), a nastepnie wyznaczenie na brzegu tego
obszaru punktu optymalnego. Punkt optymalny jest najdalszym punktem
brzegu obszaru wskazywanym przez wektor gradientu funkcji celu (jesli szu-
kane jest maksimum) i najblizszym jesli szukane jest minimum. Warto w tym
miejscu wspomniel, ze wektor gradientu wskazuje kierunek najwiekszego
wzrostu funkcji w danym punkcie, natomiast dlugos$¢ tego wektora opisuje
wielkos¢ tego wzrostu. W sensie matematycznym jest to wektor pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu.
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Na rysunku ponizej narysowano na ptaszczyznie x , x, obszar wyznaczony
przez te warunki.

150
(2c)
N
Q«a
k
unkt optymaln
Xo \ ____ p pty y
50 N et
0
0 50 \ 100 150 200 250
(2d)

(2a) (2b) X,

Rys. 7. Ilustracja obszaru wyznaczonego przez warunki (2) oraz polozenie rozwigzania
optymalnego

Kazda z nieréwnosci (2) wyznacza pewna pdlptaszczyzne na plaszczyznie
x, x,, a zbiér dopuszczalnych rozwiazan jest wspdlna czescia tych poétplasz-
czyzn. Na rysunku 7 zaznaczono (poprzez opisanie ich w nawiasie numerem
wlasciwego ograniczenia) proste, wyznaczajace odpowiednie pétplaszczyzny.
W efekcie zbiér dopuszczalnych par (x, x,) ogranicza si¢ do obszaru zakre-
skowanego. Jezeli na tej plaszczyZnie zostanie narysowany gradient funkcji
celu, ktdry jest wektorem statym: gradf = ¢, to posuwajac sie wzdtuz kierunku
gradientu najdalej jak tylko mozna, ale tak, aby nie opusci¢ granic zbioru do-
puszczalnego, mozna znalez¢ rozwigzanie optymalne (x, , na rysunku 7).

Punkt x,, mate wlasnos¢, ze:

1) spelnia warunki (2),

2) wartos¢ funkcji f osiaga w nim maksimum.

Z rysunku widag¢, ze X, Mozna znalez¢ rozwiazujac uklad réwnan

7100x,+ 4150x, 500 000

12 x + 16 x

1 2

1 040. (3)
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Wida¢ takze, iz ograniczenia (2c¢) i (2d) okazaly si¢ w tym przypadku
nieistotne, co oznacza, ze zwiekszenie budzetu zaktadu i liczby dostepnych
roboczogodzin, moze zwigkszy¢ produkcje bez naruszania pozostalych ogra-
niczen (Czytelnik zastanowi sig, ktére z ograniczen w dalszej kolejnosci wpty-
wa hamujaco na wzrost produkgji, a ktére jest najbardziej tolerancyjne).

Rozwiazanie réwnan (3) daje: x, = 57,43 ix, = 21,7.

Zagadnienie optymalizacji, w postaci bardziej zwartej, za pomoca wekto-
réw i macierzy mozna zapisa¢ nastepujaco:

Znalez¢ maksimum funkgcji

f=¢ % (4)
przy warunkach Ax < b, x> 0.
Mozna sie przekonad, iz w naszym przykladzie odpowiednie wartosci wynosza

500000 7100 4150
Y .| 1040 12 1 L [3900
¥ = {xz} b=l 1000 |© 47| 2 05| = |3850
200 1 2

Jezeli chodzi o graficzna technike rozwiazywania zadan optymalizacji, to
sprawdza sie tylko dla zada o matej liczbie wymiaréw (praktycznie, tylko
do zadan dwuwymiarowych). Dlatego tez w nastepnym rozdziale omawiany
przyklad zostanie rozwigzany przy pomocy ogélnie dzi$§ dostepnego narze-
dzia, jakim jest arkusz kalkulacyjny MS Excel. Wszystkie przyklady prezen-
towane w niniejszym opracowaniu mozna rozwigzywac przy jego pomocy.
Nalezy nadmieni¢, ze istnieje dzi$§ wiele przyjaznych dla uzytkownika progra-
moéw do rozwigzywania zadan optymalizacji. W szczegdlnosci kazdy pakiet
biurowy z arkuszem kalkulacyjnym wyposazony jest w odpowiednie narze-
dzie. Czytelnik przywykly do uzywania innych programéw powinien wyko-
nac zadanie przy pomocy stosowanego przez siebie programu.

Pytania i ¢wiczenia:
1. Sformutowac jako zagadnienie programowania liniowego nastepujace
zadanie i rozwiazac je metoda graficzna:
Niewielkie przedsiebiorstwo budowlane postanowito zawrze¢ umo-
we na wykonanie remontu mieszkania mieszczgcego sie na poddaszu.
W zwigzku z tym musi zatrudnic¢ nowych pracownikow. Moze zatrudnic
kilku doswiadczonych technikow budowlanych na 6 godzin dziennie lub
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kilku praktykantéw, ktérzy moga pracowaé 4 godziny dziennie. Srednia
stawka placona technikowi wynosi 10 zl. za godzine, natomiast odpo-
wiednia ptaca dla praktykanta to 4 z{ za godzine. Przedsigbiorstwo moze
zatrudnic pracownikow na tgczng sume godzin nie wiekszg niz 25 dzien-
nie. Na pensje dla nowych pracownikow przedsiebiorstwo moze prze-
znaczyc najwyzej 120 zt dziennie. Wydajnosc pracy wykwalifikowanego
technika wynosi 8 jednostek, a praktykanta 3 jednostki. Jak dobrac kadre
pracowniczg do remontu mieszkania, aby jej tgczna produktywnosc byta
najwieksza?

Czy rozwigzanie optymalne zmieni sig, jezeli:

a.) przedsiebiorstwo moze zatrudnié pracownikéw na tgczng sume godzin
nie wiekszq niz 30 dziennie, przeznaczajgc na pensje maksymalnie
160 zt dzienne?

b.) wydajnosc¢ pracy wykwalifikowanego technika wynosi 7 jednostek,
a praktykanta 4 jednostki?

2. Sformulowac¢ jako zagadnienie programowania liniowego nastepujace
zadanie i rozwiazac je metoda graficzna:
Przedsiebiorstwo ,Monter” importuje czesci elektroniczne do monto-
wania dwoch réznych zestawow komputerowych: I i II. Oszacowano, ze
jednostkowy zysk ze sprzedazy zestawow wynosi odpowiednio 1000 zi
dla zestawu 1 i 200 zt dla 1I. Kierownik produkcji okreslit, ze tygodniowo
przedsiebiorstwo moze poswieci¢ maksymalnie 480 godzin na montaz
zestawow komputerowych. Zestaw I wymaga 12 godzin montazu, a II
- 4 godzin montazu. Przedsiebiorstwo moze wyprodukowac maksymal-
nie 80 zestawow w ciggu tygodnia. W jakich ilosciach przedsiebiorstwo
ma produkowac zestawy, aby zysk z produkcji byt najwiekszy? Nalezy
uwzglednic warunek, ze zestawow 1, ze wzgledu na koszty nie powinno sie
produkowac wigcej niz zestawow I1.
»Monter” chce udoskonali¢ zestawy komputerowe i dlatego wprowadza
do montazu dodatkowq, nowoczesng czes¢ elektroniczng. Firma posia-
da ograniczony zapas tych czesci wynoszgcy 350 sztuk. Plan montazowy
przewiduje wykorzystanie wszystkich czesci. Wiadomo, ze do zestawu
I potrzeba ich 5, natomiast do zestawu Il az 7. Czy zmusi to przedsiebior-
stwo do korekty optymalnego planu produkcji i czy wprowadzenie nowej
czesci montazowej jest dla zaktadu oplacalne, jezeli zysk ze sprzedazy
zestawow nie zmieni sie?

3. Sformulowa¢ jako zagadnienie programowania liniowego nastepujace
zadanie i rozwiazac je metoda graficzna:
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Maty, prywatny zaktad dziewiarski ,Rekord” produkuje oryginalne czap-
ki i swetry. Do celow produkcyjnych uzywa dwéch specjalnych maszyn.
W tabelce ponizej podano normy pracy poszczegolnych maszyn oraz ich
zdolnosci produkcyjne.

Liczba godzin pracy maszyny na jednostke
produkcyjng Maksymalna ilos¢ czasu
Maszyny pracy maszyny w ciggu
dnia
czapka sweter
M, 2 1 16
M, 2 2 24

Wiadomo rowniez, ze do produkcji czapki potrzeba 2 0sob, natomiast przy

produkcji swetra pracujg 3 osoby. Zaktad zatrudnia 20 oséb. Ustali¢ plan pro-

dukcji, tak, aby uzyska¢ maksymalny zysk zaktadajac, ze cena zbytu czapki
wynosi 25 zi, a swetra 75 zl. Poza tym uwarunkowania rynkowe dyktujq, aby
czapek produkowanych byto przynajmniej 2 razy wiecej niz swetrow.

a.) czy rozwigzanie ulegnie zmianie w przypadku objecia sezonowg ob-
nizkg cen swetrow i ustalenia tej ceny na poziomie 45 z1?

b.) czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli czas pracy maszyny
M, wzrosnie do 20 i zaklad zatrudni dodatkowo 5 0s6b?

4. Sformutowac¢ jako zagadnienie programowania liniowego nastepujace

zadanie i rozwigzac je metoda graficzna

Ania ma w domu na wsi kilka psow. Chce ustali¢ wielkosci zakupow
dwdch rodzajow psiej karmy tak, aby sporzqdzi¢ odpowiedniq mieszan-
ke, ktora bedzie spetniata normy odzywcze przy jak najmniejszym koszcie
zwigzanym z zakupem obu rodzajow karm. Psy powinny otrzymywaé
pewne minima dzienne substancji odzywczych tj. 3 kg weglowodanoéw
i 0,2 kg witamin. Natomiast ilos¢ spozywanego biatka nie powinna prze-
kroczyé 4 kg dziennie. Karma pierwsza zawiera (w 1 kg): 0,2 kg weglo-
wodanow, 0,3 kg biatka i 0,02 kg witamin, karma druga (w 1 kg): 0,3 kg
weglowodanow, 0,2 kg biatka, 0,01 kg witamin. Cena 1kg karmy pierw-
szego rodzaju to 10 zt, natomiast karmy drugiego rodzaju — 6 z1.

Czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli:

karma druga podrozeje i jej cena bedzie wynosita 9 zt za 1 kg?

dodane zostanie zatozone, Ze minimum odzywcze dotyczgce spozycia we-
glowodanow przez psy wzrosnie do 4 kg dziennie?
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Odpowiedzi:
1. x*=4,y*=0, F(x*y*) = 32,,
a) tak, x*=5,y*=0, F (x*y*) = 40
b) tak, x* =5, y *=0, F(x*y*) = 35.
2. x* =30, y* = 30, F(x*y*) = 36 000
a) Wprowadzenie nowej czesci dla zakladu nie jest optacalne, bo
nowe rozwigzanie to: x* = 29, y* = 29, F(x*y*) = 34 800 z1.
3.x*="7,y* =2, F(x*y*) = 325 zt
a) nie, zmieni sig tylko warto$¢ funkcji celu F(x*y*) = 265 z1 i produkcja
stanie si¢ mniej optacalna
b) tak, x* = 8, y* = 3, F(x*y*) = 335 zl.
4. x*=0,y* =20, F(x*y*) = 120 zt
a) tak, x* =12, y* = 2, F(x*y*) = 138
b) nie.






3. PROGRAMOWANIE LINIOWE
Z WYKORZYSTANIEM NARZEDZIA
SOLVER

Arkusz kalkulacyjny Excel wyposazony jest w narzedzie zwane Solverem.
Solver wbudowany jest jako opcja w menu Dane. W zaleznosci od wersji pakietu
i sposobu instalacji, Solver albo pojawia sie standardowo w tym menu, albo trze-
ba go kazdorazowo zaladowac przy pomocy opcji Dodatki. Rysunek 8 pokazuje
okno dodatki. Uruchamiajac Solver przywotane zostaje okno dialogowe pokazane
na rysunku 9. Dziatanie narzedzia Solver zostanie pokazane na przykladzie zada-
nia zamieszczonego w poprzednim rozdziale. Istnieje niezliczona ilo$¢ sposobow
przygotowania danych do rozwiazania problemu minimalizacji warunkowe;j.

Dostepne dodatki: S
(] Analysis ToolPak oK i
:I Analysis ToolPak - VBA Ustaw cel 2
Dodatek Solver Anuluj N @maks Owin O wartosé:
:I Euro Currency Tools
Przez zmienianie komérek zmiennych:
Przegladaj... 1£]
Podlegaja
Automatyzaga... Dodaj
Zmiery
s
Resetuj wszystko.
Zaladuj/zapisz
Ustaw wartoéci nieujemne dia zmiennych bez ograniczef
Viybigrz metode | Nieliniowa GRG = Opde
rozwigzywania
Dodatek Solver
Metoda rozwiazywania
Narzedzie do optymalizagji i rozwigzywania réwnan W przypadku gladkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG. Dla
liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku probleméw,
Pomoc Rogwigz Zamknij
Rys. 8. Okno dodatki Rys. 9. Okno dialogowe

Kazdy uzytkownik Solvera powinien sobie wypracowac jakis wlasny styl
lub schemat zapisu danych. Prezentowany ponizej schemat, wykorzystuje
warunki zadania, tj., ze zadanie (z doktadnoscia do znakéw wspoélczynnikow
funkcji celu) jest zapisane w postaci standardowej (zobacz podrozdzial De-
finicje i oznaczenia). Wygodnie jest wtedy posluzy¢ sie nazwami pewnych
obszaréw arkusza kalkulacyjnego zgodnymi na przyktad z oznaczeniami we
wzorach (4).
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Rys. 10. Fragment arkusza wraz z wypelnionym oknem dialogowym definicji obliczen

Rysunek 10 przedstawia zaproponowany przez autoréw sposob zorganizo-
wania danych. Poszczegdlne fragmenty arkusza zaznaczone réznymi kolora-
mi zostaly nazwane zgodnie z terminologia wzordéw (4).

I tak:

komorki B2:C2 nazwano x,
komérki B3:C3 nazwano ¢,

komorki B4:C4 (zawierajace iloczyny cx) nazwano cx,
komérke F4 (zawierajaca ) ¢, x, — czyli funkcje celu) nazwano f,
komorki B6:C9 (zawierajace macierz A) nazwano A,

komorki E6:E9 (zawierajace) nazwano Avx,
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— komoérki G6:G9 nazwano b.

W odpowiednie komérki wpisano wlasciwe wartosci, przy czym jako war-
tosci poczatkowe zmiennych decyzyjnych przyjeto zera. Jest to bezpieczny
sposéb, zakladajac, ze zera nalezg do zbioru dopuszczalnego. Przy takim zor-
ganizowaniu arkusza latwo jest wypelni¢ wartosci pdl dialogowych w oknie
Solvera wpisujac:

— w komorke celu f,

— w komdrki zmieniane x,

— w warunki ograniczajace Ax <= b.

Nastepnie nalezy wlasciwe zaznaczy¢ ustawienia przelacznikéw (np.
przetacznik Réwna: na max) i po nacis$nieciu przycisku Rozwigz otrzyma-
ny zostanie efekt jak na rysunku 11. Wida¢, ze zmienne decyzyjne przybraty
wartosci 57,7429471 21,69279 w zgodzie z poprzednio uzyskanym wynikiem.
Zmienily sie tez, zgodnie z oczekiwaniem, wartosci w innych komérkach oraz
pojawil sie dialog Solvera dotyczacy postepowania z wynikami. W arkuszu
mozna zachowac wartosci optymalne, albo przywrdci¢ poczatkowe, oraz spo-
rzadzi¢ trzy rodzaje raportéw. Po naci$nieciu OK zadany raport ukazuje sie
w oddzielnym arkuszu. Jego posta¢ przedstawia rysunek 12.

A B c D E F G H [
1
2 % 57,74295| 21,69279
3 |c 3900 3850 f
4 |ex 225197,5| 83517,24 308714,7
5 AX < b
6 | 7100 4150 500000} 500000}
7| A 12 16 1040 ” 1040
3 2 0,5 126,3323| 1000|
9 aij 2] 101,1285| 200|
10
11: Wyniki dodatku Sohver hs

=
]

oy
w

Dodatek Solver znalazt rozwigzanie. Wszystkie
ograniczenia i warunki optymalizacji 53 spefnione.  Raporty

=
=

=
: (%) Zachowaj rozwiszanie dodatku Solver Wrazliwosci
16 | Granic
17 () Praywroé wartpsci pierwotne
18 |
13 Powr6é do okna dialo; 6
] EOWEED parametrow
20 O dodatku Solver [ Raporty konspektu
21 |
22 ; s .
= oK Anuluj Trwa zapisywanie sce
23
24
25 Raporty

=]
(=1}

Umozliwia utworzenie okreslonego typu raportu i umieszcza kaidy raport w oddzielnym arkuszu
tego skoroszytu

(SRS
|G |~

M
o

Rys. 11. Ten sam fragment po naci$nieciu przycisku Rozwiaz
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Warto$¢ maksymalna funkcji celu w obszarze dopuszczalnym prezentuje
komoérka F4 na powyzszym rysunku 11 i wynosi ona 308 714,7.

(& B | € D E | F [ G | H
_|Microsoft Excel 16.0 Raport wynikéw

i Arkusz: [solverl.ods]Arkusz2

_|Raport utworzony: 03.05.2021 10:12:35

_|Wynik: Dodatek Solver znalazt rozwigzanie. Wszystkie ograniczenia i warunki optymalizacji sg sp
_|Aparat dodatku Solver

Aparat: Mieliniowa GRG

Czas rozwigzania: 0,032 sek.

| Liczba iteracji: 3 Podproblemy: 0

| Opcje dodatku Solver

I Maksymalny czas Nieograniczone, Iteracje Nieograniczone, Precision 0,000001

Zbieinose 0,0001, Rozmiar populacji 100, Inicjator losowy 0, Pochodne centralne

Maksymalna liczba podprobleméw Nieograniczone, Maksymalna liczba rozwigzan

catkowitoliczbowych Nieograniczone, Tolerancja catkowitoliczbowa 1%, Przyjmij nieujemne
Komdrka celu (Maks)

Komdrka Mazrwa Wartosc poczatkowa Wartosc koricowa
i SF54 cx f 0 308714,7335
' |Komarki zmiennych

Komorka Marwa Wartosc poczatkowa Woartosc konicowa Catkowite

{ SBS2 X 0 57,74294671 Ciggte

f SCs2 X 0 21,69278997 Ciggte

| Ograniczenia

i Komorka Nazwa  Wartosc komorki Formuta Stan Zapas czasu
1 eese A AX 500000 SES6<=5GS6 Wigzgce 0

Rys. 12. Raport wynikéw solvera

Pytania i ¢wiczenia

1. Sformutowac jako zagadnienia programowania liniowego nastepujace za-
danie, a nastepnie rozwiazac je metoda graficzna oraz za pomoca Solvera:
Firma ,Kwiatek” produkuje dwa typy nawozéw do uzyziniania gleby. Koszt
wyprodukowania obydwu rodzajow nawozow wynosi 1 zt za litr. Opierajgc
sie na analizie obecnego stanu zapasow oraz na planie produkcji na na-
stepny miesigc postanowiono, ze w najblizszym tygodniu firma musi wy-
produkowad, co najmniej 30 litrow nawozu typu pierwszego i co najmniej
20 litréw nawozu typu drugiego. Ustalono rowniez, ze w najblizszym tygo-
dniu musi by¢ catkowicie zuzyty posiadany zapas podstawowego surowca
wykorzystywanego do produkcji nawozow, gdyz surowiec ten jest wyjgtkowo
szybko rozktadajgcym sie materiatem. Biezgcy stan zapasow tego surow-
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ca wynosi 80 kg. Ponadto wiadomo, ze aby wyprodukowac 1 litr nawozu

typu pierwszego nalezy zuzyc¢ 1 kg surowca, i zZe do wyprodukowania 1 li-

tra nawozu drugiego typu potrzeba 2 kg surowca. Waskim gardtem procesu

produkcji jest nowoczesna maszyna, ktorej czas produkcji w ciggu tygodnia

jest ograniczony i wynosi maksymalnie 60 godzin. Wiadomo, ze produkcja

1 litra nawozu typu pierwszego wymaga uzycia maszyny przez pot godziny,

natomiast typu drugiego przez 1,5 godziny. Jaki jest optymalny plan pro-

dukcji i jak wysoki jest koszt jego realizacji?

Czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli:

a) koszt produkcji nawozu typu drugiego wzrosnie trzykrotnie?

b) okaze sig, ze zapasy surowca, ktory szybko ulega rozktadowi wynoszg
100 kg?

2. Sformulowac jako zagadnienia programowania liniowego nastepujace za-
danie, a nastepnie rozwiazac je metoda graficzna oraz za pomoca Solvera:
Twoj przyjaciel odziedziczyt 9000 zt i chce je zainwestowac. Ma mozliwos¢
wziecia udziatu w dwéch réznych przedsiewzieciach. W obydwu przypad-
kach wymaga to poswiecenia czasu i zainwestowania pieniedzy. Pierwsze
przedsiewziecie wymaga zainwestowania 7000 zt oraz 800 godzin pracy, na-
tomiast oszacowany zysk (pomijajgc wartos¢ poswieconego czasu) bedzie wy-
nosit 6000 zt. Drugie przedsiewziecie wymaga 8000 zt oraz 700 godzin, a zysk
wyniesie rowniez 6000 zt. Przyjaciel prosi Cig, abys mu doradzit jak wybrac
takg kombinacje udziatow w obu przedsiewzigciach, aby zysk przyniesiony
z zainwestowanych pieniedzy byt jak najwiekszy zaktadajgc, Ze moze on po-
Swieci¢ maksymalnie 900 godzin swojego czasu w wakacje na prace.

Czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli:

a) zwiekszony zostanie limit godzin poswieconych pracy do 1000?

b) zysk z pierwszego przedsiewziecia bedzie wynosit 4000 zi, a z drugiego
przedsiewziecia 8000 z1?

3. Sformulowac¢ jako zagadnienia programowania liniowego nastepujace za-
danie, a nastepnie rozwiazac je metoda graficzna oraz za pomoca Solvera:
Klasa III ,a” w ramach szkolnych obowigzkow otrzymata pod opieke 10
chomikow. Uczniowie zastanawiajg sie ile majg kupowac 100 gramowych
opakowan pszenicy a ile opakowan specjalnej karmy dla chomikow, tak,
aby dostarczy¢ im potrzebne sktadniki odzywcze przy mozliwie najnizszych
kosztach. Wiadomo, zZe kazdy chomik powinien otrzymywac miesiecznie,
co najwyzej 4 jednostki witamin i soli mineralnych oraz minimum 6 jedno-
stek weglowodanow, a spozycie biatka nie powinno przekroczyc¢ 4 jednostek.
Wiadomo réwniez, ze pszenicy w mieszance zZywieniowej sporzadzanej dla
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chomika powinno by¢ mniej niz karmy. W tablicy podano zawarto$c kazde-
go ze skladnikéw w 100 g oraz ich ceny.

Zawartos¢ w 100 g wartosci odzywczych

Cena 100g tj.
Wi inv i sol 1 opakowania
’“‘f”‘”y 1 sote Weglowodany Biatko (wzl)
mineralne
Pszenica 0,5 3 1 2
Karma dla 1 2 2 3
chomikow

Poniewaz pszenica zawiera pewne naturalne substancje tluszczowe, to aby
chomik nie ulegt ,,przerostowi” nalezy ograniczyc jej spozycie do maksymal-
nie 2 opakowan miesiecznie.
a) ile wynosi minimalny koszt wyzywienia i ktory sktadnik dostarczany
bedzie w minimalnej ilosci?

b) czy rozwigzanie optymalne zmieni sie, jezeli cena suchej karmy wzro-

Sniedo 5 z1?

4. Sformulowac jako zagadnienia programowania liniowego nastepujace zada-
nie, a nastepnie rozwigzac je metoda graficzna oraz za pomoca Solvera:
Browar ma w planach poszerzenie oferty swoich produktow o dwa nowe gatun-
ki piwa: jasne i ciemne. W procesie produkcyjnym obu gatunkow piwa uzywany
jest chmiel, ktorego zasoby sq ograniczone i wynoszg maksymalnie 8 jednostek.
Kierujqgc sie wzgledami ,,zdrowotnymi’, ustalono, Ze nowe piwa powinny zawie-
ra¢ minimum 1 jednostke witaminy B. Po przeprowadzeniu wstepnych badan
rynku, okazato sie, ze nalezy produkowac 2 razy wiecej piwa jasnego niz ciem-
nego. Normy zuzycia chmielu i witamin w procesie produkcji zawiera tabela:

Normy zuzycia (1] piwa)

Gatunek piwa
chmiel witaminy
Jasne 1 0,2
Ciemne 1 0,1

Wiadomo rowniez, ze browar ma ograniczone zdolnosci produkcyjne zwig-
zane ze zuzyciem maszyn wykorzystywanych do produkcji obu gatunkéw
piwa. Dlatego moze on wyprodukowac w ciggu dnia maksymalnie 5 litrow
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piwa jasnego i 4 litry piwa ciemnego. Ile litrow piwa dziennie powinien pro-
dukowac browar, jezeli zysk ze sprzedazy jednej pétlitrowej butelki piwa
jasnego to 0,5 gr., a piwa ciemnego to 1 zi.
Czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli:
a) zasoby chmielu wzrosng do 10 jednostek i nie bedzie narzuconych zad-
nych proporcji, co do wielkosci produkcji obu gatunkéw piwa?
b) zysk z produkcji piwa ciemnego wzrosnie do 2 z{?

Odpowiedzi:

1.x° =30,y =25, F(xy) = 55 zt
a) tak, x =40,y =20, F(x, ) = 100 zt
b) tak, x =60, y" =20, F(x’, y') = 80 zl.

2.x°=0,6,y =06, F(x’,y") =7 200 zt
a) x =1,13,y =0,13, F(xy’) = 7 600 zt
b) x" =0,y =1,125, F(xy") = 9 000 zt

3. Dla jednego chomika: x" = 1,2, y" = 1,2, F(x,y’) = 6 zl, dla 10 chomikéw:
x =12,y =12, F(x}y) = 60 zt
a) 60 zl, weglowodany
b) nie, tylko warto$¢ funkcji celu wzroénie do 84 zl.

a) tak,x" =0,y =10, F(x,y’) = 20 zt
b) nie, tylko warto$¢ funkcji celu wzro$nie do 16 zt.






4. PROGRAMOWANIE DYSKRETNE,
CALKOWITOLICZBOWE
| STOCHASTYCZNE - PODSTAWY
TEORETYCZNE

Zagadnienie postaci (4) tzn. takie, w ktérym funkcja celu jest liniowa
i ograniczenia majg posta¢ réwnan badz nieréwnosci liniowych nazywa sie
zadaniem programowania liniowego. Ponizej przedstawione zostalo nazew-
nictwo wielko$ci uzywanych w (4):

¢ — wektor kolumnowy wsp6tczynnikéw funkcji celu,

b — wektor wyrazéw wolnych,

A — macierz ograniczen,

x - wektor decyzyjny (wektor zmiennych decyzyjnych).

Szczegélowa analiza zadania (4) prowadzi do nastepujacych komplikacji:
pierwsza komplikacja, ktéra juz implicite tkwi w rozwiazanym zadaniu polega
na tym, iz zmienne x, i x, moga przybiera¢ tylko wartosci calkowite, ponie-
waz oznaczaja one niepodzielne liczby sztuk odpowiednich wyrobéw. W tym
konkretnym przypadku fatwo te trudnos¢ pokonaé¢ dokonujac zaokraglenia
wynikéw. Blad spowodowany tym bedzie niewielki, poniewaz wzgledny btad
zaokraglenia jest maly, a ponadto mozna zawsze sprawdzi¢, czy przez zaokra-
glenie nie przekroczono obszaru rozwiazan dopuszczalnych zakreskowane-
go na rysunku 7. W przypadku, braku tak prostej reprezentacji pogladowej,
jaka stanowi rysunek 7, tego typu metoda zaokraglania moze prowadzi¢ do
duzych bledéw, do naruszania ograniczen i na ogdl przestrzega sie przed jej
stosowaniem. Zagadnienie optymalizacji, w ktérym zmienne decyzyjne przy-
biera¢ moga tylko wartosci calkowite nazywa si¢ programowaniem dyskret-
nym lub catkowitoliczbowym (6], [17].

W zadaniu przyjeto zalozenie, ze wszystkie parametry strukturalne wcho-
dzace w sktad modelu, a wiec elementy wektoréw ¢, b i macierzy A sa wielko-
$ciami ustalonymi. Nie zawsze tak jest. Bardzo czesto parametry strukturalne
sa zmiennymi losowymi. Na przyklad podany na podstawie obserwacji koszt
jednej roboczogodziny modgt by¢ wartoscia $rednia. Gdyby obserwator
uwzglednil dodatkowe koszty, prace w godzinach nadliczbowych oraz w nie-
dziele, i tym podobne czynniki losowe, to okazaloby sie, ze 100 zt jest tylko
wartoscig $rednig ceny jednej roboczogodziny, za$ sama cena jest zmienna
losowa. Analogicznie, przy dokladniejszej analizie okaza¢ by si¢ moglo, ze
wiekszo$¢ danych o badanym zakladzie stanowia zmienne losowe, zas war-
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tosci, jakie dla nich przyjeto w modelu, sa jedynie pewnymi charakterysty-
kami tych zmiennych losowych, na przyktad ich wartosciami przecietnymi.
W takim przypadku, tzn. gdy elementy macierzy ograniczen, badz wektora
wyrazéw wolnych, badz wspoélczynniki funkcji celu sa zmiennymi losowy-
mi, zadanie (4) nazywa si¢ zadaniem programowania stochastycznego [20].
W dalszym ciggu opisany zostanie szczegétowo model liniowy oraz niektére
przypadki modelu dyskretnego, natomiast zagadnienie modeli stochastycz-
nych nie bedzie omawiane w tym podreczniku.

Pytania i ¢wiczenia
1. Co to sa badania operacyjne?
2. Na czym polega optymalizacja ukladu?
3. Na jakie etapy mozna podzieli¢ proces optymalizacji rozwiazywania
zadania?
. Co to jest model matematyczny?
. Co to sa parametry strukturalne?
. Co to jest wskaznik jakos$ci?
. Kiedy model nazywany jest liniowym, dyskretnym, stochastycznym?
. Co to jest macierz ograniczen?
. Co to jest zmienna decyzyjna?

O 0 N O U



5. PROGRAMOWANIE LINIOWE
5.1. DEFINICJE | OZNACZENIA

Przed przystapieniem do czytania tego rozdzialu zaleca si¢ przypomnienie
sobie wiadomosci z algebry i geometrii w przestrzeni n—wymiarowej. Niech %, 4,
b beda wektorami 7-wymiarowymi, kolumnowymi, A macierza o m-wierszach
i n kolumnach, a A7 oznacza transponowana macierz A. Zapis jest nastepujacy:
Wektor przestrzeni # - wymiarowej

KL
I

X

n

Macierz A o m wierszach i n kolumnach (macierze oznaczono duzymi literami)

2 a,

a a

L ml mn -

Transpozycje macierzy A oznaczono jako A”

a, a .,

AT=
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Wektor mozna interpretowac jako macierz o n wierszach i jednej kolumnie
tzn. ¥ = X (transpozycja oznaczana bedzie przez %, lub réwnowaznie jako
X7). lloczyn skalarny wektoréw zapisywa¢ mozna w tej konwencji na rézne
sposoby:

x. y :inyi =XTY=xTY = [xl....xn]
yn

Wielkosci skalarne oznaczone beda z reguly literami alfabetu greckiego, z wy-
jatkiem przypadkdw, gdy istnieja inne, powszechnie uzywane oznaczenia.

Kombinacjg wypuktg dwéch punktéw x, x, o wspétczynniku 6 nazywany
jest punkt x:
x=0x,+ (1~ G)xz, gdzie 0<6<1.

Kombinacjg wypuklg n punktéw x ,.., x o wspélczynnikach a, nazywany
jest punk x:
x=2XYlax, gdziea >0: YL a,=1

Zbiér w przestrzeni R nazywany jest wypuklym, jezeli zawiera wszystkie
kombinacje wypukle dowolnych dwéch punktéw nalezacych do tego zbioru.
Inaczej mozna sformulowac to w ten sposéb, iz w zbiorze wypuklym kazdy
odcinek faczacy dwa punkty zbioru zawiera sie w tym zbiorze.

Sympleksem’” w przestrzeni n—wymiarowej nazywany jest zbiér kombinacji
wypuklych n+1 punktéw tej przestrzeni, takich, ze zbiér wektoréw taczacych
jeden z tych n+1 punktéw z pozostalymi # punktami jest zbiorem wektoréw
liniowo niezaleznych. Sympleksem w przestrzeni jednowymiarowej jest odci-
nek (wypukta kombinacja dwéch punktéw), dwuwymiarowej — tréjkat, tréj-
wymiarowej — czworoscian, itd.

Rozne postacie sformutowania zagadnienia programowania liniowego

Postac ogélna

Zagadnienie programowania liniowego, opisane po czesci w poprzednim
rozdziale, w najogélniejszej swej postaci moze by¢ zapisane nastepujaco:
Znalez¢ minimum funkgcji liniowej

) Pojecie to definiowane jest ze wzgledu na skojarzenia z metoda obliczeniowa o podobnej nazwie.
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f=ex, 4t x, (5)
przy warunkach

a,x,+a,x,+..+a, x <b,

A, X, + Xy + . +a, X <b, (6)

X, +a X+ +a =b

a(k+1)1 (k+1)2 7"2 (k+1)n xn k+1

a x +a X, +..+a x =b
x,20 i=1..,n
Taka posta¢ zadania nazywa sie postacig ogélng.

Postac standardowa
Jezeli wszystkie ograniczenia (6) maja forme nieréwnosci, to znaczy jezeli
(6) mozna zapisac jako

AX <D, (7)
to zadanie

f=7¢ %= min,
przy warunkach Ax < b, x>0. (8)

nazywa sie postacig standardowg zagadnienia programowania liniowego.

Postac kanoniczna

W wypadku, gdy wszystkie ograniczenia (7) sa rownosciami, posta¢ zada-
nia nazywa sie postacia kanoniczna zagadnienia programowania liniowego.
Jej zapis jest nastepujacy:

f=7¢ %= min
przy warunkach AXx=b, x>0. (9)

Kilka stéw komentarza na temat trzech przedstawionych postaci zadania
i stosowanej terminologii. Po pierwsze, optymalizacja polega¢ bedzie na mi-
nimalizacji funkcji celu. Nie jest to istotnym ograniczeniem, bo przez zmiane
znaku wektora ¢, minimalizacjaf= ¢ - ¥ odpowiada¢ bedzie maksymalizacji. Po
drugie, w literaturze spotka¢ mozna bardzo rézne sposoby stosowania termi-
nologii dotyczacej postaci zadan programowania liniowego. W szczegdlnosci
np. te postad, ktéra jedni nazywaja standardows, inni nazywaja kanoniczna
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i na odwrét. W dalszym ciggu, przy omawianiu probleméw teoretycznych
wykorzystano przewaznie postac¢ kanoniczna zadan programowania liniowe-
go, w zwiazku z czym zadanie dowolnej postaci nalezy najpierw sprowadzic¢
do postaci kanonicznej.

Czytelnik fatwo zauwazy, iz mozna to zrobi¢, wprowadzajac pewna licz-
be dodatkowych zmiennych dodatnich (w przypadku zadania ogélnego k,
w przypadku zadania standardowego m zmiennych), ktére dodane do lewych
stron nieréwnos$ci zmieniaja je w réwnania. Rozszerzone zostaly w ten spo-
s6b wektory ¥ i ¢ do wymiaréw odpowiednio 7 + k lub # + m. Wspotczynniki
funkcji celu odpowiadajace nowym zmiennym przyjeto jako réwne zeru. Po-
stepujac w ten sposdb zmieniono jedynie posta¢ zadania, nie zmieniajac jego
tresci. Wprowadzone dodatkowo zmienne nazwane zostaly zmiennymi osta-
biajgcymi (inne nazwy spotykane w literaturze przedmiotu to zmienne swo-
bodne lub bilansujgce). Tak wiec pierwszym etapem rozwiazania zadania
programowania liniowego bedzie sprowadzenie go do postaci kanoniczne;j.

Z pewnych powoddéw nalezy przyja¢ dodatkowo, aby wektor wyrazéw wol-
nych b byl wektorem o dodatnich skladowych. Mozna to osiagna¢ przez po-
mnozenie odpowiednich réwnan (9) przez —1. Po powyzszych wyjasnieniach
i zastrzezeniach zadanie programowania w postaci kanonicznej w kilku row-
nowaznych formach ksztaltuje sie nastepujaco:

1.
f=c, %, + .t c x = min,
n n
przy warunkach
a, %, +..+ta, x =b,
a X +..+ta x =b
ml "1 mn n m
x120
x >0
n
2.

przy warunkach
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Layx+b j= Lo m,
%20 j=1L..,n
3. f=1¢ %= min
przy warunkach Ax = b, %>0.

przy warunkach

gdzie d, — wektor utworzony z i-tej kolumny macierzy A. Ten ostatni zapis
bedzie szczegdlnie uzyteczny przy wyjasnianiu etapéw znajdowania rozwia-
zania optymalnego.

Ponizej przytoczone zostana definicje i twierdzenia przydatne przy kon-
strukcji rozwiazania optymalnego.

Def. 1.: Rozwigzaniem dopuszczalnym zadania programowania li-
niowego jest wektor X spetniajgcy warunki (9). Zbiér wszystkich rozwiazan
dopuszczalnych oznaczony zostanie symbolem D. Takie rozwigzanie dopusz-
czalne ¥, ktére spetnia warunek f{x ) = min f(x) jest szukanym rozwigzaniem
optymalnym.

Def. 2.: Rozwigzaniem bazowym ukiadu réwnani (9) nazywane jest takie
rozwigzanie, w ktorym n-m zmiennych jest rownych zeru. Pozostate m zmien-
nych, ktore sq dodatnie nazywa sie zmiennymi bazowymi.

Def. 3.: Zdegenerowanym rozwigzaniem bazowym nazywane jest roz-
wigzanie uktadu réwnan (9), w ktérym mniej niz m zmiennych jest dodatnich,
a pozostate rowne sq zeru.

Def. 4.: Bazg nazywany jest zbior wektorow Zz}. (utworzonych z kolumn ma-
cierzy A) odpowiadajacych zmiennym bazowym. Wektory z tego zbioru na-
zywane sqg wektorami bazowymi. Jezeli baze stanowi m pierwszych kolumn
macierzy A to: ¥i-; dx, = b.

Widag¢, iz wektory bazowe maja te wlasnos$¢, ze ich kombinacja liniowa ze
wspdlczynnikami réwnymi zmiennym bazowym daje wektor wyrazéw wolnych.

Tw. 1.: Zbiér D jest zbiorem wypuktym.
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Zbiér D jest cze$ciag wspdlna m polprzestrzeni n wymiarowych, z ktérych
kazda jest wyznaczona przez jedna z nieréwnosci (8). Jako cze$¢ wspdlna
zbioréw wypuklych jest zatem D zbiorem wypuklym — dokladnie wielo$cia-
nem wypuklym. Udowodnienie tego twierdzenia mozna przeprowadzic przez
wykazanie, iz dowolna wypukta kombinacja rozwiazan jest tez rozwiazaniem
nieréwnosci (8) badz (9).

Tw. 2.: Rozwigzanie optymalne zadania programowania liniowego jest
rozwigzaniem wierzchotkowym, tzn. punkt a?upt jest wierzchotkiem wielo-
Scianu D.

Tw. 3.: Jezeli rozwigzanie optymalne wyznaczone jest przez wiecej niz jeden
wierzcholek D, to istnieje nieskoriczenie wiele rozwigzan optymalnych bedg-
cych kombinacjami wypuktymi tych wierzchotkow (krawedzie lub sciany wie-
loscianu D wyznaczone przez wierzchotki optymalne).

Zamiast dowodzi¢ twierdzen 2 i 3 proponuj si¢ Czytelnikowi, aby zinterpre-
towal je geometrycznie przygladajac sie rysunkowi 7. Bardzo wygodnie jest
w tym celu uzupetnié¢ rysunek wykreslajac poziomice funkgcji f. Jaka orientacje
wzgledem boku wielokata zakreskowanego powinien mie¢ gradient funkcji
celu, aby zachodzil przypadek opisany w Twierdzeniu 3?

Tw. 4.: Dowolne rozwigzanie bazowe (zdegenerowane lub nie) jest rozwig-
zaniem wierzchotkowym wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajgce mu wektory
bazowe sq liniowo niezalezne.

Dowéd.
Niech rozwigzanie bazowe zawiera k dodatnich sktadowych (k < m).
Poniewaz jest to rozwigzanie dopuszczalne, wiec

e

ax.=b.

i=1 2N

Najpierw zostanie udowodniony warunek konieczny, tzn. implikacja:

d, ..., d, liniowo niezalezne = x = [x ..., x, 0, 0,...0] = wierzchotek D.

Dowdéd przeprowadzono metoda nie wprost. Jezeliby nie byt wierzchotkiem,
to musiatby by¢ kombinacja wypukta dwéch dowolnych  , X, e D:

#=0% +(1- 0%,
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Aby powyzsza réwnos¢ zachodzita, wektory ¥, i ¥, musza by¢ postaci:
X, =[x, ., x7,0...0]
x,=[x%, ..., x%,0...0]

Poniewaz X, i ¥,sa rozwigzaniami dopuszczalnymi, wiec zachodzi:

- k N -
a,x” =b oraz Xa x® =b
i i=1 1 i

M~

i=1

a stad wynika, iz wektory @, ..., d, sa liniowo zalezne, gdyz tylko w takim
wypadku dowolny wektor 5 moze by¢ wyrazony w postaci dwéch réznych
kombinacji liniowych tych wektoréow.
Druga czes¢ twierdzenia, czyli warunek dostateczny, udowodniony zosta-
nie réwniez nie wprost. Sprowadza sie to do dowodu implikacji:
d,, .. d, liniowo zaleine = X nie jest wierzchotkiem D.
Jezelid,, ..., d, sa liniowo zalezne to znaczy, ze

& N
Z,’:] al ﬂl. = 6.

Jednoczesnie za$

Nastepnie po dodaniu i odjeciu stronami, powyzsze réwnania otrzymuja
postac:

k - 7. k - 7 .
Yiiya =b i Yi,zd =b gdzie:y =x +a, oraz z =x—a,.

Stad wynika, iz ¥ = 5 y + 5 Z jest kombinacja wypukla dwéch réznych punk-
téw dopuszczalnych, a wiec nie jest wierzchotkiem zbioru D. Dowdd ten jest
ostatnim etapem przytaczania twierdzen bedacych podstawa metod oblicze-
niowych rozwigzywania zadan programowania liniowego. Ponizej opisane
zostana wnioski z twierdzen 1-4.

Whiosek z twierdzenia 2, w celu znalezienia rozwigzania optymalnego nie
trzeba szuka¢ wszystkich rozwigzan dopuszczalnych, wystarczy znalez¢ roz-
wiazania wierzchotkowe. Twierdzenie 4 dostarcza przepisu na szukanie ta-
kich rozwigzan. Méwi ono mianowicie, iz rozwiazaniem wierzchotkowym
jest rozwigzanie bazowe, ale nie dowolne, lecz takie, by odpowiedni zbidr
wektoréw bazowych byl zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych. Poniewaz



44 ROZDZIAL 5

dalej wektory @, maja m sktadowych, wiec maksymalna baza moze zawierac m
wektoréw, co oznacza, ze najwieksza liczba zmiennych bazowych moze wy-
nosic¢ m (stad napisano np. k < m).
Liczba kombinacji liniowo niezaleznych wektoréw m - wymiarowych ze
. 7 . m . m
zbioru n wektoréw wynosi C,,, gdzie C, oznacza symbol Newtona

Ccr= n!
m! (n —m)!
wobec czego, aby przebada¢ wszystkie rozwiazania wierzcholkowe wystar-
czy znalez¢é C, rozwiazan zamiast znajdowaé nieskoriczenie wiele rozwiazan,
gdyby zadanie bylo rozwiazywane bez znajomosci twierdzen 1-4. W dalszym
ciagu zostanie zaprezentowana metoda, ktéra umozliwi badanie nie wszyst-
kich wierzchotkdw, lecz tylko niektérych i pozwoli ograniczy¢ liczbe niezbed-
nych rozwiazan, do co najwyzej m.

5.2. METODA SIMPLEKS

Ponizej opisany zostanie algorytm podany po raz pierwszy przez Dantziga
[11] w roku 1947 r., przy zalozeniu, Ze rozwiazania bazowe sa niezdegenero-
wane. Algorytm ten nazywany jest rowniez algorytmem simpleks. Za jego
pomocy, startujac od dowolnego rozwigzania wierzcholkowego znajdowac
mozna nastepne rozwiazanie wierzchotkowe takie, dla ktérego funkcja celu
przyjmuje warto$¢ mniejsza od poprzedniej. Wykonujac 7 lub mniej krokéw
iteracyjnych dochodzi si¢ do wierzchotka optymalnego, znajdujac w ten spo-
s6b rozwiazanie zadania. Wektory @ i b w m — wymiarowej przestrzeni moz-
na rozlozy¢ na kombinacje liniowe innych wektoréw 4,. Wspétczynniki tych
kombinacji liniowych oznaczane beda x’, gdzie:

j — numer wektora rozkladanego,

i — numer wektora w kombinacji liniowe;j.

Jezeli wektorem rozktadanym bedzie b, to dla wyréznienia bedzie zapi-
sane «. Poniewaz wtedy YiL; &’ - d, = b, wiec w kazdej kolejnej iteracji wektor
X =[x ..., 4, 00,...,0] bedzie jednoczesnie rozwiazaniem zadania w tej iteracji.
Niech % bedzie jakimkolwiek znalezionym rozwiazaniem wierzchotkowym

X = .., 4, 00,..,0] (10)
ktéremu odpowiada wartos$¢ funkcji celu

S, =Tk c, (11)
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(Metoda znajdowania takiego pierwszego rozwiazania zostanie opisana w dal-
szej czesci).
Pytanie: jak znalez¢ inne rozwigzanie X, ktére:
- bedzie znéw wierzcholkowe,
- bedzie lepsze od poprzedniego (f, > X))
Poniewaz (10) jest rozwigzaniem wierzcholkowym, wiec w réwnaniu

Yhald =b (12)
wektory 4, sa liniowo niezalezne (Tw. 4). Dowolny wektor niebazowy 4, (] > m)
mozna zatem wyrazi¢ jako kombinacje liniowa wektoréw bazy d,, ... am

Yhixd, = 21], j=1.,n. (13)

Pomocnicza warto$¢ f, zwiazana z wektorem a, definiuje sie jako:
fi=Y X, c, j=1..,n (14)

Mnozenie (13) i (14) przez dowolna liczbe 6 > 0 i odejmowanie odpowiednio
od (11) i (12) implikuje:

Y - Ox)d, + b, = b, (15)
LA~ 0x))c, + Oc = f, — Of ~ c). (16)

Na pytanie postawione wcze$niej mozna odpowiedzie¢ analizujac wzory (15)
i (16). Aby otrzymac rozwigzanie wierzchotkowe inne niz (10) nalezy:

1. wyrzuci¢ pewien wektor z bazyd,, ..., 4 ,

2. pewien nowy wektor sposrédd, , ..., wprowadzi¢ na jego miejsce.
Odpowiedz na pytanie sprowadza si¢ zatem do wskazania, ktéry wektor na-
lezy do bazy wprowadzi¢, a ktéry z niej wyrzucié. Z (16) widac, ze poniewaz
0 > 0, wprowadzenie do bazy wektora Zl zmniejszy wartos$¢ funkgcji celu, jesli
tylko f;—¢,>0. Zatem w kolejnej 1terac;1 nalezy wprowadzi¢ do bazy wektor
a, dla l(torego

fi—¢= max(]j—cj), (17)
J

ﬁ—g>0



46 ROZDZIAL 5

Zapewnia to maksymalne zmniejszenie funkcji celu. Z (15) widac, ze aby kté-
ry$ z wektoréw d, (i < m) wypadt z bazy, jedno z wyrazen x” — Ox; w X.(x” — 6x))
d, musi sta¢ sie rowne zeru.

Jesli bedzie to wyrazenie o numerze k to:

Mozna zaobserwowac, ze poniewaz poprzednie rozwigzanie bylo dopusz-
czalne, tox’ >0dlai= 1, ..., m.

Aby nowe rozwiazanie bylo dopuszczalne musi by¢ x’ — 6x! > 0, 6 > 0.
Wynika stad, ze x; > 0 oraz

0 = min
j

® | ®
O B

xb
=x—§ >0. (18)

Wybierajac wektor do wprowadzenia w iteracji wedlug reguly (17), a wektor
do eliminacji wedlug (18) uzyskano nowe rozwigzanie, ktore jest coraz bliz-
sze rozwigzaniu optymalnemu. Jak wynika z (16) jest to zarazem rozwigzanie
wierzchotkowe. To nowe rozwiazanie wierzchotkowe x?, nowe wspolczynniki
), wskazniki f} - ¢, nowa warto$¢ funkgeji celu wyrazone sa na mocy (18), (15),
(16) wzorami:

b
) X .
xb=axb-%.xl, izk
*k
b
b _ *k
Xi= 7T, (19)
*k
P %k l ;
x! = % - -xi, i =k
*k
¥
k
xiz_[)
*k

rer-%-c)
G-ar=5-G-"40,-¢)

Mozna zauwazy¢, ze wzory (19) sa identyczne z wzorami eliminacji Gaus-
sa dla macierzy
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xll x12 ....... xll ....... X7 xé’
1 1 ooooooo 1 ------- xb
X7 X7 X1 X7 k
(20)
xL x2, xL x" x
fi-¢,  fo-c, o fi—c, | e f-c f
n n

z elementem centralnym x}.

Korzystajac z tego faktu opisany algorytm sprowadzi¢ mozna do meto-
dy kolejnych eliminacji Gaussa — z dodatkowym kryterium wyboru elementu
centralnego postaci (17), (18). Z reguly wyniki obliczen w tej metodzie przed-
stawiane zostaly w postaci tzw. tablic simpleksowych, w ktérych umieszcza
sie macierz (20) oraz pewne dodatkowe informacje, np. numery zmiennych
bazowych. Zanim tablice te zostang opisane, warto zastanowic sie, co ozna-
czaloby, gdyby na pewnym etapie obliczen okazalo sie, ze wszystkie warto$ci
S, — ¢,z kryterium (17) byly ujemne, badz wszystkie elementy x! z kryterium
(18) byly ujemne.

Otoz istnieje twierdzenie, ktére mowi, ze brak dodatnich f] — ¢, oznacza,
iz znalezione rozwigzanie jest juz optymalne, za$ brak dodatnich , ze zadanie
nie ma optimum skonczonego i mozna znalez¢ takie rozwigzanie, dla ktérego

minf(x)= — oo,

W kazdym wypadku niemozno$¢ spetnienia warunkéw (17), (18) oznacza za-
tem koniec obliczen.

Analizujac zaleznosci (15) i (16) fatwo mozna znalez¢ uzasadnienie dla po-
wyzszego twierdzenia. Zadanie to pozostawia si¢ Czytelnikowi nadmieniajac
tylko, ze jesli wszystkie x! sa ujemne, to dopuszczalno$¢ nowego rozwiazania
zapewnia dowolne 6 > 0. Wyniki obliczent w kolejnych iteracjach algorytmu
simpleksowego zapisane zostana w postaci tablic simpleksowych zawieraja-
cych macierz (20) oraz dodatkowa kolumne z numerami zmiennych wcho-
dzacych aktualnie do bazy.
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611 6[2 dm 6[1 ﬂn ﬂb bgz
x! x1 X x! Xy x} 1
x4 x3 Xy x4 x4 x5 2
1 2
i i K xk X xl k
xl x2, xm xL x" xt m
5 e £, fi-e S, f,

Tok postepowania ilustruje schemat blokowy z rysunku 13.
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( sTART )

- /szukamy b NIE =
“-_minimum c==
TAK
postaé - NIE sprowadz do
- kanoniczna postad kanonicznej
TAK
istnieje NIE zadanie nie ma

dop.

B
dopuszczalnego

znajd owanie I-go
rozw. wierzch.

obliczanie
fi-cj
=1,....n

i

istnieje

. rozwigzanie

_q-c >0 optymalne

=10
fi-ci = max(fj-qj)

SRR N NIE

|s(_r||e]e rozwigzanie

nieskoriczone
Xo/xi=min(x i)
Y
{ STOP o

przeksztatcenie
simpleks

Rys. 13. Schemat blokowy algorytmu simpleks
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Do pierwszej takiej tablicy wpisano po prostu elementy macierzy A (jeze-
li wyj$ciowe rozwiazanie bazowe jest w niej zawarte), wektor wyrazéw wol-
nych oraz w (m+1) wierszu liczby f; — ¢,i wartos¢ poczatkowa funkcji celu.
Nastepnie dokonano wyboru elementu centralnego wedlug regut (17), (18)
i wykonano na wszystkich elementach tablicy przeksztalcenia (19), z wyjat-
kiem kolumny numeréw bazy.

Mozna go jednolicie zapisa¢ w postaci

x! =&/ ——le i#k
*k
LA
k
xi = x_l, (21)
k
dla j=1,..,n+l oraz i=1..,m+l

Postepowano tak, az do momentu niemoznosci spetnienia warunkéw (17),
(18). Opisane reguly postepowania zilustrowano dodatkowo przy pomocy
schematu blokowego algorytmu na rysunku 13. Dla doktadniejszego zapo-
znania sie z technika postepowania w algorytmie simpleks ponizej pokazano
ja na przykladzie.

Przyktad 1.
Znalez¢ maksimum funkcji

f =4x1+x2,

przy warunkach

x,+x, <10
2x,—-x,<8

1. Maksimumf zamieniono na minimum f
f=-4x1-x2

2. Wprowadzono cztery zmienne ostabiajace x,, x,, x,, x, w celu sprowadzenia
zadania do postaci kanonicznej:
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[ =—4x,—x,= min

—%+%+%=&

x1+x2+x5:10,

le—x2+x6=8.

3. Skonstruowano pierwsza tablice simpleksowa:

{

i i i i i, i b | BAZA
-1 1 1 0 0 0 5 3

0 1 0 1 0 0 6 4

1 1 0 0 1 0 10 5

2 -1 0 0 0 1 8 6

4 1 0 0 0 0 0

Pierwsze rozwiazanie bazowe pojawilo sie w naturalny sposob przez wprowa-
dzenie zmiennych oslabiajacych. Pierwsza baza to: 53, a o ﬁs, 676. Odpowia-
dajace jej rozwigzanie bazowe, to u = (0, 0, 5, 6, 10, 8), warto$¢ funkcji celu:
Sf{u) = 0, poniewaz f= — 4x, — x,+ 0x, + 0x, + Ox,+ 0x,, czyli wskazniki ]j - ¢; maja

posta¢ (4, 1, 0, 0, 0, 0).

4. Kryterium (17): max (4, 1) = 4, czyli do bazy wprowadzony bedzie wektor

a,.

5. Kryterium (18): min [170,%
Jako element centralny wybrano zatem x,.
6. Dokonano przeksztalcenia tablicy wedle (21).

7. Otrzymano nowa tablice simpleksowa.

] = 4, czyli z bazy wyrzucony zostanie wektor 4. .

- — — — —>

1

a, a, a, a, a a, b BAZA
0 1/2 1 0 0 172 9 3

0 1 0 1 0 0 6 4

0 3/2 0 0 1 -1/2 6 5

1 -1/2 0 0 0 172 4 1

0 3 0 0 0 -2 -16
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8. Postepujac analogicznie jak w punktach 4, 5, 6 otrzymano trzecig tablice
simpleksowa:

— —

a a, a, q, a, a, b BAZA
0 0 1 0 | -1/3 | 273 7 3

0 0 0 1 -2/3 | 1/3 2 4

0 1 0 0 23 | 13 | 4 2

1 0 0 0 173 | 13 6 1

0 0 0 0 -2 -1 | -28

Tablica ta nie zawiera dodatnich ]j - ¢, CO 0znacza, ze znaleziono rozwigzanie
optymalne:

Warto$¢ funkcji celu: f= - 28.
Tak wiec ostatecznym rozwigzaniem zadania jest

X, =6x,=4f =28

W ramach ¢wiczen, warto rozwiazac to zadanie metodg graficzna i przesle-
dzi¢, ktére z wierzchotkéw zbioru dopuszczalnego byly wybrane stosujac al-
gorytm simpleks. Teraz zostanie pokazane, rozwigzanie przy pomocy pakietu
Excel dla zadania w pierwotnej postaci przykladu 1 (standardowej). Zaréwno
posta¢ danych wejsciowych, jak i wyniki sa w ukladzie identycznym do przed-
stawionego wczesniej. Jest to mozliwe, poniewaz zadanie ma dokfadnie taki
sam wymiar, jak zadanie z przykladu w rozdziale 3 — dwie zmienne i cztery
ograniczenia. Ponizsze rysunki zawieraja opisane informacje. W komorce F4
znajduje sie suma komorek B4 oraz C4.
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A B G D E F G H
1
2 X 0 0]
3 |c 4 1] f
T

a4 |cx 0 0 e
5 Ax < b
6 i 1 0 5
7 1] 0 (5]

| A <
8 1 1 0 10|
9 2 -1 0 8|
10
70 L Parametry dodathku Solver
12
13 ;

' Ustaw cel: SF! S
14 14]
15 Ma: : e .-\

& (® Maks ) Min (0) Wartosé v

16 :
1?_ Przez zmienianie komarek zmiennych:
18 x .
13
20 Podlegajacych ograniczeniom:
il el Dodaj

= x==10 ——
22
23 Zmien
24
25‘ Usun
26
2?' Resetuj wszystko
L Zataduj/zapi

5 ataduj/zapisz
29
30' Ustaw wartoéci nieujemne dla zmiennych bez ograniczen
31 Wybierz metode Nieliniowa GRG [~ | Opgje
32 rozwigzywania:
33 ? 3
34- Metoda rozwiazywania

7 W przypadku gtadkich nieliniowych problemow dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG.
35_ Dila liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
36 problemow, ktare nie sa gtadkie, wybierz aparat ewolucyjny.
37
38

Rys. 14. Dane wejsciowe i definicja obliczenia dla zadania z przykiadu 1

Na rys. 14 wida¢ sktadowe zadania — wektory ¢, ¥ (z warto$ciami poczat-
kowymi (0,0)), funkcje celu f = 0, elementy macierzy A oraz wektor ograni-

7 Eid
czen b.
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Komorka celu (Maks)
Komodrka Mazwa Wartosc poczatkowa Wartosc koncowa
SF4 cx f 0 28
Komarki zmiennych
Komodrka Mazrwa Woartosc poczatkowa Wartosc konicowa Catkowite
4Bg2 X 0 & Ciagte
5Cs%2 X 0 4 Ciagte
Ograniczenia
Komodrka Marwa Wartos¢ komorki Formuta Stan Zapas czasu
SES6 A Ax -2 SESA<=5G56 MNiewiazgce 7
SEST Ax 4 SEST<=5G57 MNiewigzgce 2
SESS Ax 10 SESB<=5GS8 Wigzgce 0
SES9 Ax B 5ES9<=5G59 WigZgce 0
SBS2 X 6 SBS2>=0 Niewigigce 6
5C52 X 4 5C52==0 MNiewigzgce 4

Rys. 15. Wyniki obliczen dla zadania z poprzedniego rysunku

W arkuszu wynikéw mozna znalez¢ wartosci optymalne zmiennych decy-
zyjnych x, = 6 oraz x, = 4 oraz maksymalng warto$¢ funkcji celu f = 28.
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5.3. PIERWSZE ROZWIAZANIE BAZOWE

Dotychczas zakladano, ze zadanie programowania liniowego jest tak
sformulowane, iz macierz A zawiera macierz jednostkowa, ktéra wyznacza
pierwsze rozwiazanie bazowe. Bardzo czesto tak sie zdarza, zwlaszcza, gdy
pierwotna postac zadania jest standardowa. Wtedy wprowadzenie zmiennych
ostabiajacych moze wyznaczy¢ automatycznie pierwsze rozwigzanie bazowe
(poréwnaj przyktad 1). Jezeli jednak nie wszystkie elementy wektora wyrazéw
wolnych w (8) sa dodatnie, to zmienne oslabiajace nalezy odejmowac i wy-
boru pierwszej bazy dokonac trzeba w inny sposéb. W zasadzie istnieja dwie
mozliwosci.

Metoda bazy naturalnej

Z macierzy A = [d,, ..., 4 ] nalezy wybra¢ m wektoréw liniowo niezalez-
nych B = [d,, ..., a,] i pomnozy¢ elementy wyjéciowego zadania przez ma-
cierz B~ w nastepujacy sposob:

Bl.ld,..,a

1’ ml

a; .., d,|b] =[X|Xm ., X020,
otrzymujac pierwsza tablice simpleksowa. W przypadku zadania duzych wy-
miaréw wybdr m liniowo niezaleznych wektoréw jest sprawa skomplikowana
i wtedy stosuje sie tak zwana baze sztuczna.

Metoda bazy sztucznej

Do macierzy A nalezy dotaczy¢ macierz jednostkowa o wymiarze m x m. To
znaczy, ze wprowadzono m nowych zmiennych dodatnich X pos X, ta-
kich, ze kazdej z nich odpowiada wspélczynnik funkgcji celu réwny K. Zaktada
sig, ze K cho¢ nieznane jest bardzo duze:

K >>c, i=1,..,n

Wspotczynniki K nazywaja sie karami (stad jedna z nazw tej metody: metoda
kar). Nazwa kara bierze si¢ stad, iz za fakt wprowadzania do bazy sztucznych
zmiennych wiaze sie z kara w postaci bardzo duzej wartosci funkcji celu —
bardzo odlegtej od minimum. Jako pierwsza baze uzywa si¢ w tej metodzie
baze utworzong ze zmiennych sztucznych. Odpowiada jej wartos¢ funkcji
celuf=KX " x,ktéra jest bardzo duza.

Jesli pierwotna postac zadania byla:
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xl
x .
f=1lcy.nsc] 2 = min (22)
1 n .
x
n
ay Gy : a, 1 b 1
Ay Gy : a,, X, — b 2
a a . a x b
mn m2 mn n m
to po wprowadzeniu sztucznej bazy sprowadza si¢ ona do:
xl
f=lepwrc K, Kl | X2 | = min
=[Cp s € I,y ) (23)
x
m+n
a, a, . a,l 0 0 X, b,
n Gy ’ a,,0 1 ’ 0 % 2 b 2
a a - a 0 . . 1| |x b
mn m2 mn m+n m

Jako pierwsze rozwiazanie przyjmuje sie takie, w ktérym baze stanowia
wektory sztuczne. Odpowiada mu wartos¢ funkgji celu f= KX /2", x, ktéra
jest bardzo duza. Jest to kara, jaka pojawia si¢ w wyniku fatwosci uzyskania
pierwszego rozwigzania. Ale mozna spodziewac si¢ tez nagrody. Mianowi-
cie dokonujac na (23) przeksztalcen simpleksowych uzyskuje sie pewnos¢,
ze wektor sztuczny, ktory zostal wyeliminowany z bazy nigdy juz do niej
nie wréci, poniewaz wyboru wektora do bazy dokonano wedlug wartosci
wskaznika

]5 -c,a dla wektoréw sztucznych ]j -¢ = Jj -k,

co wobec bardzo duzego dodatniego K zawsze mozna traktowac jako ujem-
ne. W ten sposéb po m-krotnym przeksztalceniu simpleksowym wszystkie
wektory sztuczne zostaja wyeliminowane i znaleziona zostaje baza naturalna.

Nie wchodzac w szczegdly dotyczace zagadnienia sztucznej bazy mozna
stwierdzi¢, ze jest ona czesta metoda uzyskiwania pierwszego rozwigzania
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oraz, ze umozliwia stwierdzenie czy dane zadanie w ogdle posiada rozwiaza-
nia dopuszczalne.

5.4. DUALNOSC W PROGRAMOWANIU LINIOWYM

Problem dualizmu we wszystkich zagadnieniach optymalizacji jest za-
gadnieniem o ogromnej wadze teoretycznej i praktycznej. Wiele twierdzen
udowadnia sie korzystajac z postaci zagadnien dualnych i wiele algorytméw
obliczeniowych opiera si¢ o dualna postac¢ zadania [7], [28], [32].

Omawiajac w tym paragrafie pojecie dualizmu nalezy postawi¢ sobie za
cel najbardziej ogélne i jako$ciowe naswietlenie zagadnienia, ktére kazdemu,
kto zajmuje si¢ programowaniem matematycznym nie moze by¢ obce. Ramy
tego opracowania nie pozwalaja jednak wchodzi¢ w szczegoty. Wydaje sie, ze
Czytelnik, ktéry podczas kursu matematyki zetknal sie z metoda mnoznikéw
Lagrange’a znajdowania ekstremum warunkowego funkcji wielu zmiennych,
nie powinien mie¢ trudnosci ze zrozumieniem materiatu zawartego w tej cze-
$ci. Zadanie programowania liniowego zapisano w postaci kanonicznej:

f=7¢ %= min (24)
przy ograniczeniach Ax = b, x>0,

Do kazdego tego typu zadania sformulowa¢ mozna odpowiadajace mu zada-
nie dualne postaci:

g=79T-)7:>min (25)
N
Aty< ¢, gdzie y=|

Von

jest wektorem decyzyjuych zmiennych dualnych (ktére nie musza spet-

nia¢ warunku nieujemnosci). Pojecie dualnosci jest symetryczne tzn. (25)

jest zadaniem dualnym do (24), a (24) do (25). Miedzy para zadan du-

alnych (24), (25) istnieje zwigzek wyrazony nastepujacym Twierdzeniem

o dualnosci:

1. Jeslijedno z pary zadan nie ma rozwiazania optymalnego skoniczonego, to
drugie jest niedopuszczalne.

2. Jesli jedno z pary zadan ma skonczone rozwigzanie optymalne, to oba
maja rozwiazania optymalne i rozwigzania te sa réwne:
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minf(X)= maxg(y) .
% y

Dowdd tego twierdzenia zostanie pominiety [32].

Wynika z niego, ze rozwigzanie jednego z pary zadan dualnych obnaza
wszystkie informacje o drugim zadaniu. W szczegélnosci mozna udowodnic,
ze optymalne rozwigzanie dualne wyraza si¢ nastepujaco, przez optymalne
rozwigzanie pierwotne:

yo = ¢, -B! (26)

W wyrazeniu tym B jest macierza utworzona z pierwotnej (wyj$ciowej)
postaci wektoréw bazowych optymalnego rozwiazania zadania (24) zas ¢ jest
wektorem wspotczynnikéw funkeji celu fzredukowanym do ostatnich zmien-
nych bazowych.

Przyktad:
Wczeéniej rozwiazano metoda simpleks nastepujace zadanie

4, — x, = min,
—x, + X, +x,=5,
x,+x,=6
x, +x, +x, =10,
2%, —x,+x, =8,
X 20.

Rozwigzaniem optymalnym byto x” = (6 4,2,7,00), f = -28
Ostatnia baze tworzyly wektory 4, 4,, 4,, 4,,.
Zadaniem dualnym jest:
g=>5y, +6y,+ 10y, + 8y, > max
Y, ty,+2y, <-4
Y +Y,+ Yy, < -1
7,0,9,<0y,£0y<0

a,, d,], gdzie d, wziete jest z pierwszej tablicy simpleksowej:
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1 2

1 0 1 -1 1 o -3 2

2 1

0 1 1 0 0 1 -2 2

B= 5 Blz

2 1

0 0 1 1 0 0 2 -3

1 1

0 o -1 2 0 0 3 3
¥ o = 10,0, — 1, — 4] - B =[0,0,-2,-1], g, =f =-28

Macierz B! zawarta jest w ostatniej tablicy simpleksowej w kolumnach, kté-
re w pierwszej tablicy simpleksowej zawieraly zmienne bazowe (kolumny 3,
4, 5, 6). Jest to szczegélny przypadek metody eliminacji Gaussa odwracania
macierzy. Tak wiec, rozwigzujac jedno z pary zadan dualnych, rozwiaza-
ne zostaje jednoczesnie drugie. Podane twierdzenie oraz przyklad powinny
przekona¢ Czytelnika o znaczeniu pojecia dualnosci. Nalezy jednak doda¢,
iz z pragmatycznego punktu widzenia mozna powiedzie¢, ze w wielu wypad-
kach znacznie wygodniej jest rozwazad, oraz znacznie latwiej rozwiazywac
zadanie dualne, odwlekajac ostateczne rozwiazanie zadania pierwotnego do
skorzystania z twierdzenia o dualnosci i wzoru (26). Dualno$¢ ma ponadto
wazna interpretacje ekonomiczng, ktéra zostanie zaprezentowana ponizej.

W wiekszo$ci wypadkow zastosowan programowania liniowego do opty-
malizacji dziatalnosci ekonomicznej, funkcja celu reprezentuje wyniki tej
dzialalnosci. Warunki natomiast reprezentuja ograniczone $rodki na prowa-
dzenie dzialalno$ci. Méwi sie wéwczas o optymalizacji wynikéw przy ogra-
niczonych nakladach, czyli jest to klasyczny problem maksymalizacji zysku.
Posta¢ zadania dualnego wskazuje, ze dotyczy ono optymalizacji nakladéw
przy ograniczonych wynikach. Jest to stwierdzenie bardzo ogdlnikowe, nie-
mniej oddaje istote zagadnienia. Dokladna interpretacja zadania dualnego
wymaga szczeg6lowej analizy w kazdym konkretnym przypadku.

Na zakonczenie zostanie pokazany w sposéb jakosciowy zwiazek miedzy
problem dualnosci, a wspomniana metoda mnoznikéw Lagrange’a. Dostrze-
zenie tego zwigzku pozwala u§wiadomic sobie zZrédto dualizmu. Jak wiadomo,
metoda mnoznikéw Lagrange’a pozwala zamieni¢ problem znajdowania eks-
tremum warunkowego funkcji wielu zmiennych na zagadnienie znajdowania
ekstremum bezwarunkowego pewnej nowej funkcji [32].
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Na przyklad, nalezy znalez¢ ekstremum F(x)
przy warunkach

g (#)=0g(%)=0,...,g (£)=0 (27)

Wprowadzona zostaje nowa funkcja L(x) = F(x) + X% A, g (#) zwana funk-
cja Lagrange’a. Znajdowanie ekstremum F(x) przy warunkach (27) réwno-
wazne jest znajdowaniu ekstremum bezwarunkowego L(x) traktowanej jako
funkcja (x). Warunkiem koniecznym uzyskania ekstremum jest:

grad L(x) =0 (28)

Uklad réwnan (28) (n réwnan) jest uktadem nieokreslonym, poniewaz
nie s3 znane warto$ci m nieoznaczonych mnoznikéw Lagrangea i, ..., A,.
Mozna jednak dolaczy¢ m réwnan (27) i uzyskac uklad n+m réwnan o n+m
niewiadomych (¥ 1). Okazuje sig, ze jesli rozwazy¢ funkcje Lagrange’a od
poczatku jako funkcje L(x 1), to punkt wyznaczony réwnaniami (27) i (28),
jest jej punktem siodlowym (minimum wzgledem zmiennej x, maksimum
wzgledem 1). Z punktu widzenia funkcji Lagrange’a nie ma zadnej réznicy
jako$ciowej miedzy zmiennymi % i 1. Sa one po prostu argumentami funk-
cji L, dla ktérej szukany jest punkt siodtowy. Zmienne % i 1 stanowia pare
zmiennych dualnych — wektor ¥ w zagadnieniu dualnym (25) jest niczym
innym, jak wektorem zmiennych dualnych odpowiedniej funkcji Lagran-
ge’a. Rozwigzywanie ktéregokolwiek z pary zadan dualnych jest réwnowaz-
ne znajdowaniu punktu siodtowego tej funkcji. Zagadnienie przedstawione
zostalo w sposéb bardzo uproszczony. Gdy ograniczenia dane s3 w postaci
nieréwnosci, a dla odpowiednich zmiennych stawiany jest warunek nie-
ujemnosci, warunki konieczne istnienia punktu siodlowego sa bardziej
skomplikowane niz (27) i (28). Ogélna posta¢ tych warunkéw jest znana
jako tzw. twierdzenie Kuhna-Tuckera [32].

Na zakoniczenie tego rozdzialu przedstawiony zostanie przyktad formu-
fowania zadania dualnego. Pokazane zostanie dokladnie, jak na podstawie
optymalnego rozwiazania zadania dualnego uzyskac rozwiazanie optymalne
zadania pierwotnego x". Dane jest nastepujace zadanie pierwotne:

S, %, %, x, x )= —dx, + 6x,—4x, —2x, + Ox_—> max
-0,5x, + 3x, —x, —x, —x_ < 2 (1)

x, —2x, + 2x,—x, > =3 (2)
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x20,i=1,..5

Aby utworzy¢ zadanie dualne nalezy w pierwszej kolejnosci zadba¢ o to, aby
wszystkie nieréwnosci wystepujace w ograniczeniach zadania pierwotnego
mialy znaki skierowane w te sama strone. W tym celu nalezy na przyklad po-
mnozy¢ ograniczenia (2) przez —1. Wéwczas zadanie przyjmie postac:

S, %, %y %, x)= —4x, + 6x,—4x,—2x, + Ox_—> max

—0,5x%, + 3x, —x, —x, —x, < 2 (1)

x, +2x, — 2x, +x, <3 (2)

xiZO,i:I,.‘.S

Zgodnie ze wskazaniami zawartymi wcze$niej, zostalo zbudowane zadanie
dualne, mianowicie:

f(yl, yQ =2y, + 3y, —> min

-0,5y,-y,2 -4 (1)
3y, +2y,26 (2)
-y - 2y,2-4 3)
—¥2-2 (4)
=5, +5,20 (5)

W zadaniu dualnym nie trzeba zaklada¢ nieujemnosci zmiennych decy-
zyjnych. Rozwiazujac powyzszy problem (np. metoda graficzna) otrzymuje
sie: y, = 1,2, y, = 1,2 oraz g(y,, y,). Uzyskany wynik nalezy wstawi¢ kolejno do
wszystkich ograniczen w zadaniu dualnym. Jezeli ktére$ z ograniczen bedzie
spelnione w sposo6b ostry, wowczas zmienna odpowiadajaca temu ogranicze-
niu w zadaniu pierwotnym bedzie réwna zeru. I tak:

w ograniczeniu (1) -1,8 > 4, zatem x =0,

w ograniczeniu (2) 6 = 6, zatem x. =0,
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w ograniczeniu (3) -3,6 > 2, zatem X, = 0,
w ograniczeniu (4) -1,2 > 2, zatem x,=0,
w ograniczeniu (4) 0 = 0 zatem x,#0.

Otrzymane w ten sposéb wartosci zerowe odpowiednich zmiennych x wsta-
wiane sa do ograniczen zadania pierwotnego. Uktad réwnan przyjmuje wow-
czas postaé:

{?;xz—x5 =2
—2x,—x,=-3

Rozwigzaniem uktadu jest: x, = 1, x, = 1. Zatem rozwiazanie zadania pierwot-
nego to:

x,=0,x=1%7=0x=0x =1if0,1,00,1)=6.

5.5. PYTANIA | CWICZENIA

1. Ktére ze zbioréw na rysunku sa wypukte?

2. Narysowac zbiér kombinacji wypuklych punktéw P, P, P, P, .

PJ P3
P4 P2

3. Czy wektory: %, =[], %, = [], %,=[;] sa liniowo zalezne?
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4.

0 %o N

11.

Czy nastepujace zadanie programowania liniowego napisane jest w posta-
ci kanonicznej?

f=-5=max
2x,+x,=-1

Co to jest baza, zmienna bazowa, zmienna niebazowa, zmienna ostabiaja-
caizmienna sztuczna?

Kiedy rozwigzanie bazowe jest rozwiazaniem wierzchotkowym?

Jaki wierzchotek nazywany jest zdegenerowanym?

Co to jest zmienna dualna?

Jaki zwiazek istnieje miedzy para zadan dualnych, a funkcja Lagrange’a?

. Czym wyréznia sie simpleks sposréd wszystkich zbioréw wypuktych

W przestrzeni n-wymiarowe;j?
Wyznaczy¢ metoda eliminacji Gaussa macierze odwrotne do macierzy

2 1 0 1 2 3
A= |5 0 51, B= |0 1 2
7 6 4 0 0 1

i obliczy¢ wyznaczniki tych macierzy.

12. W uktadzie ré6wnan

2%, -x,-x,=4
x,+ ng +2x4 =3

wyznaczy¢ rozwigzanie bazowe ze zmiennymi x,, x, a nastepnie wyelimi-
nowac z bazy x, i wprowadzi¢ do bazy x,.

13. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej i rozwigzaé¢ metoda simpleks oraz me-

toda graficzng nastepujace zadania programowania liniowego:

a) f=2x,-x,= min



64 ROZDZIAL 5

x>0
b) f=2x,+ 3x,= min
3x,+2x,26
X, +4x,>4
x>0
c) f=2x,+ 3x,= min
—4x, + 5x,< 20
xX,—%,<6
2%, +x,26
Sx, —x,<45
x,%,20
d) f=38x,+ 10x,= min
2x,-x,21
x,—2x,<1
x,%,20
14. Rozwiaza¢ metoda graficzna zadanie
f=x,-3x,—x, —x,—x_+88 = max
=2% ,+ X, %, =2
-x,+ 5%, +x,= 37

S5x, + X, +x, = 49
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le - 4x2 +x, = 11
3x, +4x2 —x, = 19
x>0

15. Rozwiaza¢ metoda simpleks zadanie z przykladu z rozdziatu 2.

16. Pokaza(, ze zadanie (24) jest dualne do (25).

Wskazowka: Sprowadzi¢ najpierw (25) do postaci kanonicznej z warunkiem

nieujemnosci, przez wprowadzenie nowych zmiennych.

17. Napisa¢ zadania dualne do zadan 13 a— d i znalez¢ ich rozwiazania.

18. Napisa¢ funkcje Lagrange’a dla zadania 14.

19. Dyrekcja przedsiebiorstwa produkujgcego kosmetyki, rozwaza wprowa-
dzenie na rynek trzech nowych produktow: toniku, kremu i szamponu. Do
produkcji tych wyrobow uzywa sie miedzy innymi dwoch sktadnikow, ktdre
sq limitowane. Sq to algi morskie, ktorych zapasy wynoszg 36 kg oraz olejek
rézany, ktorego zasoby wynoszag 48 kg. Normy zuzycia surowcow do produk-
cji odpowiedniego kosmetyku zawiera tabelka.

Zuzycie surowcow (w kg/1 sztuke wyrobu)
Surowce -
Tonik Krem Szampon
Olejek rézany 0,05 0,03 0
Algi morskie 0,01 0,02 0,04

Zysk osiggany ze sprzedazy toniku wynosi 5 zi, ze sprzedazy kremu 12 zi,
a szamponu 6 z{. Ktore z kosmetykow i w jakich ilosciach powinno produkowaé
przedsiebiorstwo, aby osiggnaé maksymalny zysk?
a) zbudowa¢ model matematyczny zadania.
b) skonstruowac zadanie dualne do zadania pierwotnego i rozwigzac je me-
toda geometryczna oraz przy pomocy arkusza kalkulacyjnego MS Excel.
¢) podac rozwigzanie programu pierwotnego.
d) czy zwiekszajac dwukrotnie limity produktéw przedsiebiorstwo osia-
gnie dwukrotnie wiekszy zysk?

20. Zaktad cukierniczy produkuje trzy rodzaje cukierkow: czekoladki, landryn-
ki i krowki. Kazdy z trzech typow cukierkow podlega obrobce kolejno w trzech
wydziatach produkcyjnych, ktorych dopuszczalny czas pracy jest zwigzany
z liczbg pracujgcych robotnikow. I tak w pierwszym wydziale produkcyj-
nym pracuje 120 0séb, w drugim 100 0sob, a w trzecim 40 0sob. Zakiada
sie, ze czas pracy robotnika to doktadnie 8 godzin dziennie. W ponizszej
tabeli przedstawiono naktad czasu pracy na jednostke wyrobu (w godz.) na
wydziale.
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Naktad czasu pracy na jednostke wyrobu (w godz.)
Wydziat I Wydziat I Wydziat 111
Czekoladki 8 8 4
Landrynki 6 4 3
Krowki 1 3 1

Zysk jednostkowy ze sprzedazy poszczegdlnych typéw cukierkéw to: czeko-
ladki-6 zi, landrynki-3zl, kréwki-2zt. Ustali¢ optymalna strukture produkcji
gwarantujaca maksymalny zysk.
a) sformutowa¢ model matematyczny zadania,
b) rozwiazac zadanie za pomoca pakietu Excel
Czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli:
a) w wydziale II i w wydziale III liczba pracownikéw wzrosnie o 10?

b) zysk z produkgcji landrynek wzrosnie do 3 z?

21. Zaktad mleczarski wytwarza jogurt, do ktérego produkcji moze uzyc trzech
rodzajow owocow: malin, jabtek lub moreli. Owoce te réznig sie miedzy
sobg sktadem substancji odzywczych i ceng, co prezentuje tabela:

0 Cena za Zawartos¢ procentowa sktadnikéw odzywczych
woce

1 kg(wzl) Cukier Sole mineralne Biatko Witaminy
Maliny 2 25 8 20 8
Jabtka 1 12 10 15 8
Morele 4 10 4 20 12

Kierownik produkcji zastanawia sie, ktore owoce i w jakiej iloSci stosowac do
produkcji jogurtu, aby miat okreslone wartosci odzywcze i jego produkcja byta
jak najtarisza. Jogurt powinien zawierac, co najwyzej 14% cukru, nie wiecej niz
6% soli mineralnych, co najmniej 23% biatka i co najmniej 10% witamin.

a) sformufowac¢ model matematyczny zadania,

b) rozwiazac¢ zadanie za pomoca pakietu Excel,

Czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli:

a) obnizony zostanie wymadg dotyczacy minimalnej zawarto$ci witamin
do 8%?
b) cena moreli wzroénie do 6 z1 za kg?

22. Organizm meZczyzny pracujgcego fizycznie wymaga dostarczenia dzien-
nie, co najmniej 1000 jednostek witaminy A i co najmniej 2000 jednostek
witaminy C. W tablicy podano zawartos¢ witamin w 1 kg niektorych pro-
duktow oraz ceny tych produktéw. Nalezy tak zaplanowac zakup produk-
tow, aby taczny koszt zakupow byt najnizszy.
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witaminy mleko jabtka ziemniaki chleb
witamina A 3 3 4 0
witamina C 1 S 0 S
cena 1kg (w zt) 0,9 15 1,2 1

a) zbudowa¢ model matematyczny zadania,
b) skonstruowac zadanie dualne do zadania pierwotnego i rozwigzac je
metoda geometryczna oraz przy pomocy arkusza kalkulacyjnego MS
Excel,
c) podac rozwigzanie programu pierwotnego.
Czy rozwiazanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli:
d) cena jablek wzros$nie do 5,5 zt?

e) zmniejszone zostang o pofowe wymagane dzienne normy jednostek
witaminy A i C.

Odpowiedzi:
3. Tak, wektory sg liniowo zalezne, bo ¥, = X +X,
4. Tak i )
2 4 _ 1
3 45 9
1 8 2
W geta=- L ,a1=| 73 T 5
_2 1 1
3 9 9
1 -2 1
detB=1, B'= 0 1 2
0 0 1|
13.
61) xl= %’x2= é;fmin=0

N
g
I
| oo
X
no

1l
v |w
g‘s
I

1l
(o)
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14.

17.

19.

20.

21.

22.

X, =3;x, = O;fmin =6

_ 1, — 0 _
X,= 2 ’xZ_O’fmin_4

1 =8%, =% %3 =9%x, =0;x5 =0; x5 =23; %, =41;f =60

y1 =09 =093 = g, =0

Y= 30T 38 =5

91 =0,y2 =055 =1;94 =0, g, =6
=4y =0g, =4

y1 =300;y, =150;g, =19 800zt

x1 =0; %, = 1600; x; =100;f, =19 800 z

(firma nie produkuje toniku).
Tak, x1 = 0; %, =3200;x3 =200;f, =39 600 zt

X1 =40;x, =0;%3 = 160;fmax =560 zt
(zaktad nie produkuje landrynek).

Tak, x; = 80;x; =0;x3 =80;f =640zt
Tak, ¥, =0;x; =32; x5 =224;f =576zt

x1 =0,129;x; =0,126; x5 = 0,926;f  =4,089 zt

Nie

Nie, jedynie funkcja celu przyjmie wyzsza warto$¢, mianowicie f = =
5,942 zt

Y= 530 = 580" = 5663

x1 =050, =333 353 =005 =663 ;f(x) = 5663

Tak, %1 =333 5 x5 =0;x3 =034, =3333;fx)=6333

Tak, x; = 0; x, =166§;x; =0; x4 =33§;f(x*)=283§



6. PROGRAMOWANIE ILORAZOWE
6.1. WPROWADZENIE

W wielu zastosowaniach praktycznych sformulowanie i rozwigzanie ma-
tematycznego modelu postawionego zagadnienia komplikuje si¢ na skutek
istnienia wiecej niz jednego kryterium optymalnosci. Co wiecej, w realnych
sytuacjach moze sie zdarzy¢, ze miedzy kryteriami wystepuje konflikt taki, ze
poprawie jednego kryterium towarzyszy jednoczesne pogorszenie wartosci in-
nego kryterium lub kryteria sa w ogéle nieporéwnywalne. W takich warunkach
rozsadnym podejsciem jest szukanie optymalnego kompromisu. Przyjmuje sie
jednoczes$nie dwa kryteria optymalizacji. Przyktadowo, przedsigbiorstwo chce
zmaksymalizowa¢ wydajno$¢ produkgji biorac réwniez pod uwage minimaliza-
cje kosztow nakladéw wlasnych. Jednym ze sposobéw radzenia sobie z dwoma
rozbieznymi celami jest skonstruowanie funkeji kryterium w postaci ilorazu
dwoch funkcji liniowych. Stad wlasnie wywodzi si¢ nazwa Programowanie ilo-
razowe (PI). Najczesciej w liczniku ilorazowej funkcji celu umieszcza sie funk-
cje, ktéra podlega maksymalizacji, natomiast w mianowniku te, ktéra bedzie
minimalizowana. Dla tak skonstruowanego ulamka szukane jest rozwiazanie
optymalne, przy zadanych warunkach brzegowych i ograniczeniach liniowych.

6.2. SFORMULOWANIE MODELU MATEMATYCZNEGO
ZADANIA.

Model matematyczny zadania Programowania ilorazowego zaprezento-
wano ponizej. Niech:

g(x)= }g ax, — max
g,(x) = é B, — min.
gdzie: x = [x, x,....x ]".
Ilorazowa funkcja celu ma zatem postac:

g,(x)

G(x) =
(x) (%)

— max, (1)

przy czym funkcja g,(x) nie moze by¢ tozsamos$ciowa réwna zeru.
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Ograniczenia liniowe i warunki brzegowe mozna zapisa¢ w nastepujacy
sposob:

i ax <b, i=1..,m (2)
x> 0, j=1.,n (3)

Nalezy zauwazy¢, ze punkt x_, ktory jest rozwiazaniem optymalnym za-
pt

dania PI, nie jest punktem, w ktérym funkcja g (x) osiaga swoje maksimum

a funkcja g,(x) minimum. Trzeba réwniez podkresli¢, ze w zbiorze roz-

wigzan dopuszczalnych taki punkt w ogéle nie istnieje, a punkt, ktory jest

rozwiazaniem optymalnym zadania PI nazywany jest tzw. rozwigzaniem

kompromisowym.

6.3. PROGRAMOWANIE ILORAZOWE W PRZYKtLADACH

Przykitad 1.

Przedsigbiorstwo produkuje szafy i stoty, ktore sq przeznaczone na eksport.
Do wyprodukowania tych wyrobow zuzywa réznych gatunkow drewna, miedzy
innymi drewna debowego, ktorego zasoby sq limitowane w skali kwartalnej. Li-
mit ten wynosi 900 jednostek. Aby wyprodukowac szafe potrzebne sq 3 jednost-
ki drewna debowego, natomiast do produkcji stotu zuzywa sie 1 jednostke tego
drewna. Z kolei czas pracy specjalnej maszyny zajmujqgcej sie obrébkg drewna
jest obliczony na co najwyzej 900 godzin. Po uplywie tego czasu niektore cze-
Sci maszyny ulegaja catkowitemu zuzyciu. Aby wyprodukowac szafe maszyna
pracuje 1 godzine, stot - 3 godziny. Do nadzoru maszyny przy produkcji stotow
i szaf zaktad potrzebuje doktadnie po jednej osobie, podczas gdy ma ich do dys-
pozycji 400. Przedsiebiorstwo otrzymato dotychczas zamowienie na 100 sztuk
stotow i 50 sztuk szaf. Ceny eksportowe wynoszg odpowiednio 200 zt dla szafy
i 100 zt dla stotu. Natomiast koszt produkcji wyrazony w ztotowkach to 300 z{
dla szafy i 200 zt dla stotu. Podac optymalng strukture produkcji kierujac sie
kryteriami maksymalnego przychodu w zlotowkach oraz minimalnego kosz-
tu produkcji. Ile przychodu w zlotéwkach przypada na 1 zt kosztow wiasnych
przy optymalnym rozwigzaniu?
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Rozwiazanie:

Jak wynika z tre$ci zadania, postawiono w nim dwa cele réwnocze$nie - mak-
symalizacje wplywéw i minimalizacje kosztéw wlasnych przedsiebiorstwa.
Przyjeto nastepujace oznaczenia:

x, — wielko$¢ produkgji szaf,
x, — wielkos¢ produkgji stotow.

Nalezy zatem ustali¢ takie wielko$ci produkcji obu wyrobdéw, aby spetnione
byly oba kryteria optymalizacji jednocze$nie. Postawione w zadaniu cele zo-
staly zapisane w postaci funkgcji:

g,(x,, x,) = 200x, + 100x, —> max (przychodéw),
&,(x,, x,) = 300x, + 200x, — min (kosztéw wiasnych).

Funkcje, ktéra da kompromis tych dwdch kryteriéw mozna zapisa¢ w postaci:
200x, + 100x,

Glx,x)=
0% 300x, + 200x,

—> max

Maksymalizowany jest wiec przychéd, jaki przypada na 1 zI kosztéw wla-
snych przedsiebiorstwa. Uwzgledniono przy tym réwniez ograniczenia wyni-
kajace z tre$ci zadania:

(1) 3x, +x,<900 (drewno debowe)

(2) x, + 3x, <900 (maszyna)

(3) x, +x, <400 (nadzor)

(4) x, 250 (zaméwienia na szafy)
(5) x, 2100 (zamo6wienia na stoty)

Ograniczenia (1) — (5) zostaly wykres$lone w uktadzie wspoélrzednych, dzieki
czemu otrzymano zbidr rozwigzan dopuszczalnych (zakreskowany obszar na
rysunku ponizej).
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X2

J )

900\:\

400
300

T C
\lk\n Al . ' B\\ . . ' } ' ‘(4)
0 308 400 (5 900 — (2
@ X

E/

22

Rys. 16. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych dla zadania z przykladu 1

Nalezy teraz sprawdzi¢, czy funkcja, ktéra jest w mianowniku kryterium
ilorazowego tj. g,(x,, x,) ma punkty wspdlne ze zbiorem rozwiazan dopusz-
czalnych. Jesli nie ma, oznacza to, ze zadanie jest sformutowane poprawnie.
Jak wida¢ na rysunku g, (x,, x,) nie ma punktéw wspdlnych z pieciobokiem
ABCDE.

Nalezy teraz znalez¢ punkt przecigcia prostych g i g, W tym celu zostanie
rozwigzany uklad réwnan:

{gl(xl,xz) =0,

gx,x) =0

{200x1 +100x,= 0,
300x, + 200x,= 0

Jak wida¢ rozwiazaniem tego ukladu jest: x, = 0, x, = 0. Otrzymano zatem
punkt P(0,0) Wokét tego punktu obrécono gz(xl,xZ), dzieki czemu uzyskano
proste przechodzace przez punkty skrajne zbioru rozwigzan dopuszczalnych,
tj. punkty B i E, co prezentuje rys. 17.
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X2 A

[ (5)

\
900
A

400
306

— =/

)
+ $ B\\ + + + + =
0 308, 400 3 900 ~ (2)
1 Xy

2

Rys. 17. Punkty skrajne zbioru rozwiazan dopuszczalnych

Jeden z tych punktéw bedzie rozwiazaniem optymalnym postawionego zada-
nia. Wspélrzedne punktéw B i E mozna wyznaczy¢ graficznie na podstawie
rys. 16 lub rozwigzujac uklady réwnan ztozone z odpowiednich ograniczen.
Dla punktu B beda to ograniczenia (1) i (4), dla E (2) i (5). Otrzymane wyniki
to wspélrzedne punktu B: x, = 266,66, x, = 100, oraz wspétrzedne punktu E:
x, =50, x, = 283,33.

Nalezy teraz sprawdzi¢ wartosci funkcji celu w punktach B i E, mianowicie

63332 38333
= =0,63 oraz G(E) = =
71666

Poniewaz G(B) > G(E), to w punkcie B znajduje si¢ rozwiazanie optymalne
postawionego zadania (wybrana zostala liczba wigksza co do wartosci, po-
niewaz funkcja kryterium podlegala maksymalizacji). Okazuje sie wiec, ze
aby uzyska¢ maksymalny zysk przy minimalnych kosztach wtasnych, nalezy
produkowac 266,66 szaf i 100 stoléw. Rozwigzanie to jest oczywiscie malo
praktyczne, poniewaz zaklad nie bedzie w stanie wyprodukowac 0,66 szafy.
Dlatego otrzymany wynik nalezy zaokragli¢ do najblizszej liczby calkowitej,
tak, aby spetnione byly wszystkie ograniczenia i warto$¢ funkeji byta maksy-

malna. Optymalna struktura produkcji wynosi zatem: x, =266, x, =100

G(B)

0,53.
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i daje doktadnie 0,633267 zlotéwki na jedna ztotéwke poniesionych kosztéw.
Oczywiscie otrzymany wynik zaokraglony zostaje do wartosci 0,63. Nalezy
podkresli¢, ze uzyskane rozwigzanie jest rozwiazaniem kompromisowym,
ktére jednoczesnie maksymalizuje przychody i minimalizuje koszty.

Przyklad 2.

Rozwiazac nastepujace zadanie Programowania ilorazowego:
(1) 2% +x,< 10

(2) 3x, + 3x, < 24

(3) 5x, + 4x, < 20

(4) l<x <4

(5) x,20
x, —3x, -5
G (x, %) =————— —> min
! 2%, +x,+5
Rozwiazanie:

Zadanie zostanie rozwiazane metoda graficzna. W pierwszej kolejnosci wy-
kreslono zbiér rozwigzan dopuszczalnych, co prezentuje rys. 18.

X2

10)
(©)

N

8

D

v

S
B 3 @ xi (2)

Rys. 18. Zbidr rozwiazan dopuszczalnych dla zadania z przyktadu 2
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Nalezy teraz sprawdzic¢, czy prosta 2x, + x, + 4 = 0 ma punkty wspdlne z pie-
ciokatem ABCDE. Jak widac na rys. 18 prosta ta przechodzi przez druga, trze-
cia i czwarta ¢wiartke ukladu wspdtrzednych, podczas gdy zbidr rozwigzan
dopuszczalnych znajduje si¢ w ¢wiartce pierwszej. Zadanie jest wiec sformu-
fowane poprawnie.

Kolejnym krokiem, podobnie jak we wczesniejszym przykladzie, jest wy-
znaczenie punktu P(xl, xz), wokot ktérego obracaé bedziemy prosta z mia-
nownika ilorazowej funkcji celu. Aby tego dokonac rozwigzany zostanie uktad
réownan zlozony z funkcji wystepujacych w mianowniku i liczniku funkcji celu
G(x,, x,) mianowicie:

{x1—3x2— 5=0 )
2x1 +x2+4=0

Rozwigzaniem tego uktadu jest: x, = —1, x, = —2. Wokdt tego punktu obraca
sie wspomniang wczesniej prosta i uzyskuje si¢ proste przechodzace przez
punkty skrajne zbioru rozwigzan dopuszczalnych tj. punkty A i D. Wspét-
rzedne tych punktéw mozna otrzymac rozwiazujac uktady réwnan zawiera-
jace odpowiednie ograniczenia (dla punktu A (3) i (4), dla punktu D (2) i (4))
lub odczytac z rys. 18. Otrzymano zatem: A(4,0),D(1,7). Wartosci funkcji celu
w tych punktach wynosza: G(A) = —0,083, G(D)= -1,92.

Poniewaz problem dotyczy minimalizacji, a G(D) < G(A), to optymalnym
rozwigzaniem postawionego zadania Programowania ilorazowego jest punkt D,
czylix,  =1,x, =7 Nalezy tutaj zwréci¢ uwage, ze gdyby przy ograniczeniach
(1) = (5), jako funkcje celu przyjac g, (x,, x,) = x, —3x, =5 i znalez¢ jej minimum,
to rozwigzaniem bedzie punkt A (4,0) Z kolei szukajac maksimum funkcji
g, (x, x)) = 2x, + x, + 4 przy ograniczeniach (1) — (5) rozwiazaniem bedzie nie-
skoniczenie wiele rozwigzan, ktdre leza na odcinku wyznaczonym przez prosta
2x, + x, — 10 = 0 (ograniczenie (1)), pomiedzy punktami C (2,6) i B (4,2).

Powyzsze obserwacje potwierdzaja postawione na poczatku rozdzialu
stwierdzenie, ze punkt optymalny bedacy rozwiazaniem zadania PI, czyli tak
zwane rozwigzanie kompromisowe, nie musi pokrywac sie z rozwigzaniem
zadania optymalizacji jednokryterialnej, tj. minimalizacja lub maksymalizacja
funkcji g, lub g,.

6.4. PYTANIA | CWICZENIA

1. Ile kryteriow optymalno$ci wystepuje w zadaniach PI?
2. Czy miedzy modelem matematycznym zadania PI a modelem zadania PL
wystepuja jakie$ réznice? Jesli tak, to jakie?
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g,(xy)
&,(xy)

D bedzie zbiorem rozwiazan dopuszczalnych dla funkcji G. Jezeli prosta
g, < D, to czy zadanie PI ma rozwigzanie?

Niech nastepujacy pieciobok ABCDE bedzie zbiorem rozwigzan dopusz-
czalnych pewnego zadania PI: A(1,4), B(4,3), C(2, -2), D(-1,-3), E(-2,1).
Jesli punkt bedacy wierzcholkiem stozka ma wspdtrzedne P(6, -3) to
w ktérych punktach mozna sie spodziewaé ewentualnych rozwigzan
optymalnych? Jak bedzie dla punktu P(5, -1)?

Sformutowac jako zagadnienie Programowania ilorazowego nastepujace
zadanie i rozwiazac je metoda graficzna:

Maty zaklad dziewiarski specjalizuje sie w produkcji rekawiczek i skar-
petek. Do ich wyrobu zuzywa m.in. welne, ktorej zasoby sq ograniczone
i wynosza 12 jednostek na dzien produkcji. Aby wyprodukowac pare re-
kawiczek potrzeba 1 jedn. welny, natomiast do produkcji pary skarpet
zuzywa sie 2 jedn. welny. Zaklad zatrudnia 20 oséb. Wiadomo, ze do
produkcji rekawiczek potrzebne sg 2 osoby, do produkcji skarpet rowniez
2. Przeprowadzone badania marketingowe rynku informuja, ze liczba
produkowanych skarpet ma by¢ mniejsza lub réwna od potrojonej liczby
produkowanych rekawiczek. Do tej pory zaktad ma zamowienie na pro-
dukcje jednej pary skarpet i jednej pary rekawiczek dziennie. Cena pary
rekawiczek to 15 zi, skarpet — 10 zi. Jednostkowy koszt produkcji wynosi 5
zt dla rekawiczek i 7 zt dla skarpet. Podac optymalng strukture produkcji
zaktadu w ciggu dnia, kierujac sie kryteriami maksymalnego zysku catko-
witego i minimalnych kosztow jednostkowych produkcji.

Nastepujace zadanie sformutowac jako zagadnienie Programowania ilo-
razowego i rozwigzac je metoda graficzna:

Zaklad produkuje dwa rodzaje sokéw: jabtkowy i porzeczkowy, ktdre
sprzedaje w dwulitrowych kartonach. Zawartosé niezbednych sktadnikéw
w obu sokach zawiera tabelka ponizej:

Dana jest funkcja G(x, y) = i nalezy znalez¢ jej maksimum. Niech

sktadniki sok jabtkowy sok porzeczkowy normy (j’y ;v;‘jniowe
witaminy 1 3 co najmniej 6000 jedn.
aromat naturalny 1 1 co najmniej 4000 jedn.
cukier 1 1 co najwyzej 5000 jedn.
koncentmtstz)iigszczonego 3 1 co najmniej 6000 jedn.
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Koszty jednostkowe produkcji sokow wynosza: 4 zt dla soku jabtkowego i 7
zt dla soku porzeczkowego. Zysk jednostkowy realizowany na produkowa-
nych sokach to odpowiednio 1 zti 2 z1. Ile litréw soku porzeczkowego i soku
jabtkowego powinno produkowac przedsiebiorstwo? Szukajac rozwigza-
nia kompromisowego nalezy uwzgledni¢ zarowno postulat minimalizacji
kosztow jak i maksymalizacji tacznego zysku.

7. Sformulowac jako zagadnienie Programowania ilorazowego nastepujace
zadanie i rozwigza¢ je metoda graficzna:
Racjonalna hodowla kur wymaga dostarczenia miesiecznie kazdej sztuce
m.in. trzech sktadnikow odzywczych: weglowodanow, wapnia i witamin,
ktore sq zawarte w dwdch rodzajach pasz P, i P,. Niezbedne wartosci
sktadnikow odzywczych, a takze ich zawarto$¢ w paszach podano w tabeli

ponizej:
zawartosc sktadnikéw odzywczych w 1
kg paszy norma odzywcza
sktadniki odzywcze (w jedn.) (min. ilo$¢ sktadnika podana
w jedn.)
P, P,
weglowodany L5 3 12000
wapno 3 2 18 000
witaminy 4 1 12 000

Obie pasze zawierajg réwniez biatko, ktérego nie wolno podawac kurom
w ilosci wigkszej niz 10 000 jednostek miesiecznie. Pasze zawierajg po 1
jednostce biatka. Wiadomo, ze 1 kg paszy P1 kosztuje 150 zt, a 1 kg paszy
P2 - 120 zt. Z kolei kazdy kilogram paszy P1 daje produkcje jaj o warto-
sci 50 zi, a paszy P2 - 20 zi. Ile nalezy zakupic kilogramow pasz w ciggu
miesigca, aby dostarczyc niezbednych sktadnikéw odzywczych dla drobiu,
przy zatoZeniu minimalizacji kosztow i rownoczesnie maksymalizacji
produkcji jaj?

8. Sformulowac jako zagadnienie Programowania ilorazowego nastepujace
zadanie i rozwiazac je metoda graficzna:
Przedsiebiorstwo produkuje dwa wyroby: W1 i W2 przeznaczone na
eksport. Do ich produkcji zuzywa materiaty, surowce i maszyny. Limity
poszczegolnych czynnikéw produkcji oraz ich jednostkowe zuzycie przy
wytwarzaniu wyrobow zamieszczono w tabeli:

I's W, limity czynnikéw produkcji

1 2

materialy i surowce 6 2 240

maszyny 4 4 320
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Nalezy uwzgledni¢ warunek, ze wyrobu W, powinno sig produkowac nie wigcej
niz wyrobu W, Do tej pory przedsigbiorstwo ma zaméwienie na 10 sztuk wy-
robu W, i 20 sztuk wyrobu W, Wiadomo réwniez, zZe koszty jednostkowe wy-
robéw W, i W, wynoszg odpowiednio: 40 zt i 10 zt. Natomiast ceny eksportowe
wyrobéw wyrazone w euro to 30 dla wyrobu W, i 5 dla wyrobu W, Wyzna-
czy¢ taki asortymentowy plan produkcji wyrobéw W, i W, ktory przy moZliwie
najnizszych kosztach wtasnych przedsiebiorstwa pozwoli uzyskac maksymalny
wplyw dewizowy ze sprzedazy. lle euro przypada na 1 zlotowke poniesionych
naktadow?

9. Rozwiazac podane nizej zadania PIL.
a) (1) 2x + 3y > 30
(2) 3x + 2y < 40
(3) 2x+y 220

(4) 4x + 5y < 80

G(x, y) = ﬂ — max
2x+3y—2
b) przy ograniczeniach (1) — (4) rozwiaza¢ zadanie PI dla funkcji celu:
G(x, y) = M —> min
x+2y-3

c) przy ograniczeniach (1) — (4) rozwigza¢ zadanie PL dla funkcji celu:
g%, y) =x + 3y > max
d) przy ograniczeniach (1) — (4) rozwigza¢ zadanie PL dla funkcji celu:
&%, y) = 2x + 3y — min.
10. Rozwiaza¢ nastepujace zadanie PI:
(1) 3x+2y<12

(2) 2x +4y <12
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11.

a) G(x,y)=

b) G(x, y) =

o) G(x )=

Odpowiedzi:
Dla punktu P(6,-3) rozwiazanie beda w punktach B lub D,
Dla punktu P(5,-1) rozwiazania beda w punktach B lub C.

4.

®NHNON

x+y23

x 21

y =1

G(x, y):M — max.
x—=3y—1

Rozwiaza¢ podane nizej zadania PIL.

(1)

3x+y=26
x+y=4
x+3y26
x+y=8

1<x<7

jesli funkcja celu ma postac:

4x + 2y + 2 .
—— S min
3x+2y—4
2x+4y+2
- S max
2x+3y+2

2x +4y— 15

— > max.
x+y—-10

¥=9%y=1G (x,y)=279z

X' =500,y =4500,G_(x,y) = 0,28 zt
x'=1000,y =0,G,, (x,y) =033zl
x'=60,y =20,G, _ (x,y)=0,73zl, czyli na jedna ztotéwke poniesio-
nych naktadéw przypada 0,73 euro.
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a) x'= 29y =2 G (x,9)=0,604

3 max

b) x'=2;y =72, G, .(x,y)=1654

3

40

O = 55 = 58,0 y) =27

d) x'=75y=5g, (x,y)=28.
10. x"= 130 sy =1,G, (x,y)=1
11.
a) x’'=1;y=3,G,_ (x,y)=0923
b) x’=1;y=7,G, (x,y)=1185
o x'=Ly=7 Gmx(x*, y)=3.



7. PROGRAMOWANIE SIECIOWE
7.1. PODSTAWOWE POJECIA TEORII GRAFOW

Grafem nazywana jest para (B U) gdzie P oznacza zbidr elementéw zwa-
nych weztami, za$ U jest pewna relacja w tym zbiorze. Dla graféw, ktére beda
opisane w niniejszym rozdziale P oznaczac bedzie skoriczony zbiér punktow:

P={P,P,..,P}

za$ U zbiér polaczen miedzy tymi punktami:

le{ul,}}:{(i, i j=1, ..., n gdzie istnienie pary (i, j) oznacza istnienie tuku
taczacego punkt P, z punktem P,

Lukiem (i, j) nazywane jest potaczenie P, z P, z uwzglednieniem orientacji
(od P, do P],).

Drogg nazywany jest taki ciag tukéw, w ktérym koniec poprzedniego jest
poczatkiem nastepnego.

Cykl jest droga zamknieta tzn. taka, w ktérej wezel poczatkowy pokrywa
sie z koncowym.

Petlg jest tuk, ktérego poczatek i koniec sie pokrywaja.

Szlakiem nazywane jest polaczenie dwdéch wezléw bez uwzglednienia
orientacji.

Laricuch jest to ciag szlakow, w ktérym poczatek nastepnego szlaku jest
jednoczesnie koricem poprzedniego.

Graf nazywany jest zorientowanym, jesli potaczenia miedzy weztami sa
tukami, niezorientowanym, jesli potaczenia sa szlakami.

Jezeli tuk (i, /) ma poczatek w wezle P. to oznacza, ze jest on incydent-
ny zewnetrznie (dodatnio) z weztem P, i incydentny wewnetrznie (ujemnie)
z weztem P. We wszystkich grafach, jakie beda rozwazane, tuki spotkac sie
moga tylko w wezlach.

Macierze grafow

Strukture grafu mozna przedstawi¢ przy pomocy pewnych macierzy
zwigzanych z tym grafem. Rozrdznia si¢ tzw. macierz polgczeri i macierz
incydencji. Jezeli graf zawiera n wezléw, to macierz polaczen jest macierza
kwadratowa n x n i zawiera elementy

1
przy czym: a, = { 0
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1 pojawia si¢ gdy wystepuje tuk (i, /), zas

0 gdy tuk (i, j) nie wystepuje.

Dla grafu, zawierajacego n wezléw i m tukéw, macierz incydencji ,wezly—
tuki” jest macierza o wymiarze n x m. Elementy tej macierzy zdefiniowane sa
nastepujaco:

1
przy czym: a, = { -1,
0
1 wystepuje, gdy tuk u, jest incydentny zewnetrznie 2 P,
-1 gdy tuk u, jest incydentny wewnetrznie z Pi, za$
0 gdy tuk u, nie jest incydentny z P,

Przykiad 1

Rys. 19. Przyklad grafu

Na rysunku powyzszej przedstawiono graf sktadajacy sie z 5 weztéw i 8 tukow.
W grafie tym:

- (1,2) (2,3) (3,4) jest droga,

— (5,5) jest petla,

- (1,2) (24) (4,1) jest cyklem,

— (1,5) jest incydentna zewnetrznie z P, i wewnetrznie z P_.
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Macierz potaczen tego grafu ma postac:

o 1 o0 1 1
o 0 1 1 o0
o 0 o0 1 o,
1 0 0 0 0
o 0 0 0 1

0

-1 0 0 1 0
1
0

W dalszej czesci rozdzialu uwaga zostanie skupiona na grafach zorientowa-
nych bez cykli i petli. Grafy takie nazywane beda sieciami. Jest rzecza oczywi-
sta, iz wiele réznych realnie istniejacych ukladéw moze mie¢ odwzorowanie
w postaci graféw. Dla przykltadu moga to by¢:

sieci transportowe,

— sieci przemyslowe,

sieci nastepstw czynnosci,

— sieci powigzan elementow.’

7.2. TYPOWE ZAGADNIENIA ROZWIAZYWANE PRZY PO-
MOCY GRAFOW

Jak wczesniej zostalo wspomniane, grafy (sieci) moga stanowi¢ dogodny
sposob opisu wielu réznorakich zagadnien. Dzieki swej prostocie i pogladowo-
$ci stanowia one takze podstawe dla klasy metod obliczeniowych zwiazanych
z optymalizacjg. Przy tego typu podejsciu sie¢ stanowi model matematycz-
ny ukladu - struktura sieci odzwierciedla strukture uktadu. W zaleznosci od
rodzaju rozwigzywanego zagadnienia oraz od charakteru badanego ukladu,
wezlom i tukom sieci przyporzadkowane sa wéwczas pewne stale, ktérymi
najczesciej sa:

7 Ogdlnie mozna powiedziec, ze grafy nadaja sie do analizy takich problemdéw, w ktérych istot-
ne sa relacje powiazan przestrzennych lub czasowych
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dla tukéw:

— przepustowo$é fl,

— warto$¢ tuku k,

dla weztéw:

— stata wezta n, (stata weztowa).
Przepustowos¢ tuku moze by¢ réwna maksymalnemu przeptywowi wzdluz
tego tuku (np.: maksymalne natezenie pradu, maksymalne natezenie ruchu
pojazddw).
Wartos¢ tuku stanowia najczesciej: koszt jednostkowego przeptywu, czas po-
trzebny na przybycie tuku, dlugos$¢ tuku itp.
Stala strukturalna wezta moze by¢ np. zapotrzebowaniem na wielko$¢ prze-
plywajaca tukiem.

Zagadnienie optymalnej drogi
Niech sie¢ z rysunku 20 bedzie graficznym obrazem powiazan czynno$ci
w procesie realizacji pewnego przedsiewzigcia.

Rys. 20. Graf jako sie¢ czynnosci

Luki reprezentuja wykonywane czynnosci, za§ wezly etapy ich rozpocze-
cia i zakonczenia. Wartosci tukéw zaznaczone na rysunku réwne sa czasom
wykonywania odpowiednich czynnosci. Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie: jaki
jest najkrotszy mozliwy czas realizacji przedsiewziecia, jesli wezel 1 oznacza
rozpoczecie, a wezel 7 zakonczenie jego realizacji. Sie¢ powyzsza powinno sie
odczytywac tak, iz np. czynno$¢ (2,3) musi by¢ poprzedzona przez czynno$é
(1,2), czynno$¢ (6,7) musi by¢ poprzedzona przez czynnosc (3,6) itp. Niektore
za$ czynno$ci moga by¢ wykonywane rownoczes$nie, a wiec np. bezposrednio



Programowanie sieciowe 85

z rysunku nie da sie okresli¢ relacji czasowej czynnosci (3,6) i (4,5). Oczywiste
jest, ze czas realizacji nie moze by¢ krétszy niz najwieksza suma czaséw czyn-
nosci stanowiacej na rysunku 20 droge z 1 do 7. Rozwigzanie zadania polega¢
bedzie zatem na znalezieniu najkrétszej drogi pomiedzy weztem 1 i wezlem 7
(droga ta nazywa sie drogg krytyczng).

Nalezy podkresli¢, ze ta sama sie¢ moze by¢ np. mapa drogowa z zazna-
czonymi odleglosciami pomiedzy poszczegdlnymi miastami. Moze nas wtedy
interesowa¢ nie najdluzsza, a najkrétsza droga pomiedzy miastami 1,7. Znaj-
dowanie najdluzszej badz najkrétszej drogi pomiedzy wybranymi wezlami
dla takiej sieci jak na rysunku 20 jest sprawa prosta i moze sie sprowadzic¢
do wypisania dlugosci wszystkich mozliwych drég taczacych wezly 11 7. Dla
sieci bardziej skomplikowanych taka metoda jest najczesciej zbyt uciazliwa.
Istnieje algorytm umozliwiajacy znalezienie optymalnej drogi dla dowolnej
sieci, zwany algorytmem Forda, a polegajacy na cechowaniu weztow. Oto
jego opis.

Kazdemu weztowi przypisuje sie ceche sktadajaca sie z pary liczb (c,j) po-
stepujac nastepujaco:

1. Wezlowi poczatkowemu przypisuje sie ceche (0,0).

2. Cechowane sa wezly i, ktérych jedynym poprzednikiem jest wezel po-

czatkowy nadajac im cechy
(K ,pf)-
Zbiér weztéw ocechowanych oznaczony jest przez P.

3. Cechowane sa wezly, ktérych jedynymi poprzednikami sa wezly oce-

chowane, nadajac im cechy:

(c,j ), gdzie c, = ’Z’Z)” (k,+c)= kiai +e,
(jezeli szukana jest droga najdluzsza, to minimum zostaje zamienione
na maksimum).
4. Nowy zbiér weztéw ocechowanych oznaczony zostaje jako P.
5. Jezeli wezel koricowy jest juz ocechowany, to odszukanie drogi optymal-
nej polega na posuwaniu sie wedlug drugich wskaznikéw cech wstecz,
jesli nie, to wraca sie do czynnosci 3.
Rysunki 21 i 22 ilustruja opisane postepowanie dla przypadku poszukiwa-
nia odpowiednio najdluzszej i najkrétszej drogi miedzy weztami 1 i 7 w sieci
z rysunku 20.
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Rys. 21. Znajdowanie najdluzszej drogi w grafie (metoda Forda)

(2,1)

Rys. 22. Znajdowanie najkrétszej drogi w grafie (metoda Forda)

Optymalne drogi znalezione zostaly za pomocg drugich wskaznikéw cech
cofajac sie od wezta 7:

- 6,3 2 1dlarys. 21,

— 6,3, 1dlarys. 22.

Zagadnienie maksymalnego przeplywu

Niech teraz sie¢ z rysunku 20 bedzie potraktowana jako sie¢ wodocia-
gowa, przy zalozeniu, ze wezel I jest weztem Zrédlowym zas wezel 7 — we-
ztem odbioru wody. Wszystkie pozostate wezly beda traktowane jako wezty
tranzytowe, czyli zwykle polaczenia rur reprezentowanych przez luki sieci.
Liczby wypisane przy poszczegélnych tukach niech oznaczaja teraz maksy-
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malng przepustowos$¢ tuku (wyrazona w I/sek) zas przeptywem przez kazdy
tuk niech mozna dowolnie sterowa¢. Formalny opis tak potraktowanej sieci
oznaczac bedzie przypisanie weztom 1 i 7 stalych weztowych réwnych odpo-
wiednio fi —f (gdzie f oznacza przeplyw przez cala sie¢), dla pozostalych zas
wezléw stale strukturalne zostana przyréwnanie do zera.

Powstaje pytanie:

Jaki moze by¢ maksymalny przeptyw przez taka sie¢?

Oczywiscie, zamiast zainstalowania jednej rury, projektowa¢ tak skompli-
kowana sie¢ dla przeptywu wody z punktu pierwszego do punktu siédmego
wydaje sie by¢ niedorzeczne, ale nawet dla instalacji wodnej istnieje czesto
konieczno$¢ budowania takich wlasnie sieci (np. sieci grzewcze). Po drugie,
taki schemat moze by¢ modelem dowolnego przeplywu (na przyklad przepty-
wu pojazdow przez sie¢ drog). Po trzecie, mozna opisana sie¢ w prosty sposob
uogdlni¢ przez zmiane weztéw posrednich z tranzytowych na wezly Zrédlo-
we i wezly obioru przy pomocy przypisania im odpowiednich stalych wezlo-
wych (wtedy jednak zadanie, jakie powstanie bardzo by sie skomplikowato).
Po czwarte, opisana sie¢ postuzy tylko jako prosty przyktad rozwiazywania
bardzo waznego problemu maksymalnego przeplywu, ktoéry jest jednym
z typowych zagadnien optymalizacji i dla ktérego programowanie sieciowe
stanowi najlepsze podejscie.

Nalezy zauwazy¢ na wstepie, iz postawione zadanie sformulowaé¢ mozna
jako zadanie programowania liniowego: jesli szukane przeptywy przez po-
szczego6lne tuki oznaczone sg jako X;, zas maksymalne przepustowosci jako fij,
to problem polega na znalezieniu takich x,, f, ze

f= max,
przy warunkach

Xyt X +%,+x,.=f
-x,+x,=0

Xy Xy + Xy = 0
-x,+x, +x,=0
XXy + X, =0

Xy + X, =0
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< =
12 =712 2
< =
13 — /13 2
<
14 _L4
< =
15 _f;S 2
< =
23 —J23 5
< =
36 — /36 1
< =
45 —J45 1
< =
47 —J47 2
<
57 _f:;7

W postaci macierzowej zapis jest nastepujacy:

gdzie:

f(X)=7C % = max

Ax =0
0<x<bh

&T:[xlfx X X X X X X
¢=[0,0000000001]

13

19

18

23

36

43

47 xs? x67f]’

b ==lfiy S fin fis fo oo fro fir oo Jor Fir ¥ Fis 4 Fru + S
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1 1 1 1 0 0 0 0 0 0o -1
-1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0o -1 O o -1 1 0 0 0 0 0
A= 0 o -1 O 0 0 1 1 0 0 0
0 0 o -1 O 0O -1 0 1 0 0
0 0 0 0 o -1 O 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 o -1 -1 -1 1

W macierzy opisujacej ograniczenia typu réwnosci mozna rozpozna¢ ma-
cierz incydencji wezly-tuki dla omawianej sieci. Wiersze tej macierzy sa li-
niowo zalezne, bo np. ostatnie réwnanie otrzymac¢ mozna jako ujemna sume
pozostalych (w zwigzku z czym mozna to réwnanie pominac¢). Rozwiazanie
tak postawionego zadania metoda simpleks bytoby uciazliwe mimo prostoty
macierzy ograniczen, albowiem zapisany w postaci kanonicznej problem za-
wiera 22 zmiennych przy 18 ograniczeniach.

Opisany nizej algorytm cechowania weztow Forda-Fulkersona pozwala na
znalezienie rozwigzania w sposéb znacznie prostszy. Polega on na wyszukiwaniu
drég faczacych wezel poczatkowy z koricowym i nasycenie przeptywu wzdluz
tych drég. Droga nazywana jest nienasycong, jesli przeptyw przez wszystkie tuki
tej drogi jest mniejszy niz wynosi przepustowos¢ odpowiednich tukéw. Droga
jest nasycona, jesli cho¢ w jednym z tukéw, ktore ja tworza, przeplyw réwny jest
przepustowosci. Jesli wszystkie mozliwe drogi sa nasycone, wowczas przeplyw
przez sie¢ jest maksymalny. Z powyzszego wynika jasno sposéb poszukiwania
optymalnego rozwigzania. Problem tkwi jedynie w usystematyzowaniu poszuki-
wania kolejnych drég nienasyconych. Istota algorytmu Forda—Fulkersona polega
na podaniu przepisu iteracyjnego wprowadzajacego porzadek w odszukiwaniu
drég nienasyconych i pozwalajacego stwierdzi¢, kiedy drég takich nie ma. Ko-
lejna droge nienasycona znajduje sie cechujac wezly wzdiuz tej drogi od wezla
poczatkowego do konicowego. Cechowanie to rézni sie jednakze od opisanego
poprzednio. Wezet P, moze by¢ ocechowany z wezta P, i otrzymuje ceche (c, j*),
w ktorej j oznacza numer wezla, z ktérego dany wezel zostal ocechowany, za$ ,+”
jest zapisany, jesli do wezla cechowanego z wezta cechujacego mozna sie dosta¢
zgodnie z orientacja tuku, a ,—; jezeli przeciwnie. Cecha c,0znacza wielko$¢ prze-
plywu przez wezet cechowany w danej iteracji. Reguly cechowania sg nastepujace:

1. Ustala sie dowolny przeplyw przez sie¢ np. x,=0, (i,j) € U. Cechuje sie

wezel zrédlowy nadajac mu ceche (s, 0).
2. Cechuje sie¢ dowolny wezel i potaczony z weztem poczatkowym tukiem
nienasyconym, nadajac mu ceche:
(c,1%), gdzie ¢, = min(c, f,— x,).
Zbadane zostaja wszystkie wezly potaczone z wezltem ocechowanym.
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Cechowane s3 te z nich, ktére z wezlem i potaczone sa tukami nienasy-
conymi incydentnymi zewnetrznie z i, lub lukami o przeplywie niezero-
wym incydentnymi wewnetrznie z i. Nadawane sa im cechy (wezléw nie
spelniajacych tych warunkéw nie mozna ocechowad): (c}., i),

gdzie:

dla dodatniej incydencji przyjmuje sie ¢, = min (c, fl.],— xi,.) oraz ,+, zasg
dla ujemnej incydencji ¢= min (c, x,) oraz ,~"

3. Postepuje sie tak z wszystkimi kolejnymi weztami, dopdki wsréd weztow
ocechowanych nie znajdzie si¢ wezel konicowy. Jesli wezta koncowego
nie mozna ocechowac oznacza to, ze przeplyw jest maksymalny.

4. Posuwajac sie wstecz zgodnie z drugim wskaznikiem cech zmienione
zostaja przeplywy o warto$¢ +¢_(c, — cecha wezta koricowego), w zalez-
nosci od znaku incydencji.

5. Powtarza si¢ czynno$c¢ 2.

Jak wida¢, proces nasycenia konczy sie gdy nie mozna juz wykona¢ czynnosci

2, tzn. gdy wszystkie tuki wychodzace ze zrédta sa nasycone lub gdy zachodzi
przypadek opisany w punkcie 3. A oto jak wyglada zastosowanie algorytmu For-
da-Fulkersona dla znalezienia maksymalnego przeplywu w sieci z rysunku 21.
Przeptyw poczatkowy przez sie¢ wynosi x,=0 (oznaczenie wzdluz fukéw: x,,f)

i

(inf,0) . (1,64)
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Rys. 23. Znajdowanie maksymalnego przeplywu w sieci metoda Forda-Fulkersona

Ostatnia sie¢ na tym rysunku pokazuje przeplyw maksymalny — wszystkie
mozliwe drogi prowadzace z 1 do 7 sa nasycone. Rozwiazanie przy pomo-
cy pakietu Excel pokazane jest na nastepnych dwéch rysunkach. Tym razem
zastosowano inny ukltad danych, poniewaz zadanie daje si¢ prosciej (przy po-
mocy mniejszej liczby formul) zapisa¢ w tej postaci.
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A B C D E F G H I 1 K L M
1 x12_ x13 x4 x15  x23  x36  x45 | x47  x57  x67 i
2 x s T s s s |
3 |c o | o | o | o | o | o | o | o | o | o | 1 |
4 [f=cx 0
3 | 1 0 = 0 Parametry dodatku Solver *
6 2 0 = 0
7 3 0 = 0 Ustaw cel: 5854 +
3 5 0 = 0
9 5 0 = 0 MNa: (®) Maks ) Min O wartogé:
10 6 0 = 0
11 7 i) ey 0 Przez zmienianie komdrek zmiennych:
12 8 0 <= 7 SBS2:5152 *+
13 9 0 <= 2 —
" 10 0 55 P h ograniczeniom:
I <~ [ SESSSEEI1 = SDISADSAT Dods)
16 12 0 <= 5 z
v 13 0 <= 1 Zmen
1B 14 0 <= A Uk
19 15 0 <= 2
dih 16 0 = al Resetuj wszystko
21 17 0 <= i
22| Zaladuj/zapisz
3 Ustaw wartoici nieujemne dla zmiennych bez ograniczen
i: \rl‘\]'yz‘t:’lirzzvm:ﬁﬁ:e Nieliniowa GRG v Opge
26
27 Metoda rozwiazywania
28 ‘ W przypadku gladkich nieliniowych problemow dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG.
29 Dla liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
o problemow, ktore nie sa gladkie, wybierz aparat ewolugyjny.
31
32 Pomoc Zamknij
5]
s
Rys. 24. Dane i dialog definicji analizy dla zadania maksymalnego przeplywu
A B C D E F G H | ] K L
i x12 x13 x14 x15 x23 x36 x45 x47 x57 x67 f
2 X 0 il 3 > 0 ¥ i 2 3 ¥ 6
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
4 |f=cx 6
5 1 6 = 6
6 2 0 = 0
72 3 0 = 0
8 o 0 = 0
9 5 0 = 0
10 6 0 = 0
1 7. -6 = -6
12 8 0 <= 2
13 9 1 <= 2
14 10 B <= 4
15 it & <= 2
16 ik 0 <= 5
17 13 1 <= 1
18 ik i <= it
19 15 2 <= 2
20 16 i <= i
2 iy 1 <= 2

i
)

Rys. 25. Wyniki obliczenia maksymalnego przeptywu (f=6)
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Wida¢, ze przepltyw od wezta poczatkowego zostal inaczej wybrany niz to zo-
stalo zrobione poprzednio. Mianowicie na rysunku 23 dane sg: x,=1x,=0,
x,, = 1, zas tutaj: x , = 0, x,. = 0 natomiast x,, = 1.

Z rozwazanym problemem oraz algorytmem Forda-Fulkersona pozostaje
w posrednim zwigzku wazne twierdzenie, ktére zostanie podane bez dowodu,
ale najpierw wprowadzone bedzie pojecie przekroju.

Przekrojem sieci nazywany jest zbior tukow, ktoérych wylgczenie z sieci
spowodowatoby niemoznosc przeptywu z wezta Zréodtowego do wezta odbioru
(czyli nastgpitaby separacja tych weztow).

Kazdemu przekrojowi przyporzadkowana jest pewna miara, rowna sumie
przepustowosci tukéw stanowiacych przekrdj. Kazda sie¢ posiada skonczona
liczbe przekrojow. Ten z nich, ktéry posiada najmniejsza przepustowos¢ na-
zywany jest przekrojem minimalnym.

Twierdzenie o0 maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju

Dla kazdej sieci maksymalna wartos¢ przeptywu od wezta Zrédtowego do
wezta odbioru, réwna jest przepustowosci minimalnego przekroju.

Twierdzenie to jest zrozumiale intuicyjnie, a podany przyklad z siecia
wodociagowa powinien stanowi¢ silny argument pogladowy. Scisty dowéd
twierdzenia jest na tyle skomplikowany, iz jego prezentacja zostanie pominie-
ta. Na rysunku 23 (ostatni graf) pokazano minimalny przekréj sieci. Tworza
ten przekrdj wszystkie tuki nasycone. Przepustowos¢ wynosi 6 — tyle ile mak-
symalny przeplyw przez sie¢. Na zakonczenie podana bedzie jedna wazna
wskazowka praktyczna, mianowicie:

Przy analizie jakiegokolwiek problemu zwigzanego z siecig nalezy te sie¢
mozliwie najstaranniej i najprosciej narysowac zanim przystapi sie do
rozwigzania postawionego zadania.

W wigkszosci wypadkéw trud wlozony w graficzne opracowanie sieci,
zwraca si¢ z nawiazka w trakcie znajdowania rozwigzywania i interpretacji
wynikéw. Jako przyklad niech znéw postuzy sie¢ z rysunku 21. Mozna za-
uwazy¢, o ilez prosciej przedstawia si¢ ona w postaciach zaprezentowanych
na rysunku 26.
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Rys. 26. Sie¢ z rysunku 21 inaczej

7.3. PYTANIA | CWICZENIA

1. Co to jest sie¢?
2. Znalez¢ wszystkie drogi z P, do P,, w nastepujacym grafie:

P1{—(P5)

3. Napisa¢ macierz incydencji i macierz potaczen dla grafu z zadania 2.
4. Narysowac graf, ktérego macierz polaczen jest postaci:
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SO OO OO OO
SO OO OO O
[eNeoBeoBeoNeNeN
[eNeoNeoNeNoNeNe N
S OO O - KFE O
[eNeoNeNeoNeoN k=
[cNeoNeoNeoNeN ol
O, R MR OORO

5. Narysowac graf, ktérego macierza incydencji wezty-tuki jest:

1 1 1 1 o o0 O o O o0 o0 0 o0
-1 0 0 0 1 1 0 0O O O 0O 0 o0
o -1 0 0 -1 o0 1 1 1 0 0 0 O
o o0 -1 0 o0 O O O o0 1 0 0 O
o o o0 -1 o0 O -1 0 O -1 1 0 O
o o o O o o o -1 0 0 0 1 o0
o o o o o o o o0 -1 0 0 0 1
o o o O O -1 o O O 0 -1 -1 -1

6. Znalez¢ najkrdtsza i najdluzsza droge miedzy wezlami 1 i 8 w grafie z za-
dania 5, jesli dlugosci lukéw wynosza (8, 5, 10,4, 1, 4, 2, 7, 4, 10,9, 7, 5).
7. Znalez¢ maksymalny przeptyw w grafie:

8. Znalez¢ najdluzszy i najkroétszy czas przejazdu miedzy weztami 7 i 8
w grafie, dla ktérego macierza czaséw jest:

Wskazowka: Jesli wszystkie niezerowe elementy macierzy czaséw zosta-
ng zamienione na ! to otrzyma sie macierz potaczen grafu.
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9. Narysowac grafy, ktérych macierzami polaczen sa:
1 1 1 1 01 1 1 01 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1
A= 1 1 1 1) B= 1 1 0 1/ ¢= 0 0 0 1|
11 1 1] 111 0] 0000
[0 0 0 O] [0 1 0 1]
1 0 00 1 0 0 1
b=l 110 Floo o1
1 1 1 0 1 1 1 0

\X-/ypisz macierze incydenc-ji dla graféw.

10.Sformutowac¢ zadanie znajdowania optymalnej drogi w sieci jako zada-
nie programowania liniowego.

11.Uktad potaczen miedzy miastami oraz odleglosci w kilometrach przed-
stawiono na rysunku ponizej. Jaka jest najkrotsza, a jaka najdiuzsza
droga z Krakowa do Kroscienka nad Dunajcem. Rozwigza¢ zadanie po-
stugujac sie algorytmem Forda oraz wykorzystujac metody programo-
wania liniowego.

KROSCIENKO
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Odpowiedzi:

3.

Macierz potaczen

0 O

1 0 01 0 0 1

0

0 01 000 0 0 O0 O
0 001 00 0 0 O0 O

0 00000 0 O0 01

0 00001 0 0 0O

0 00000 0 0 O0O0

0 00 000 0 0 01
0 00 000 0O

0

1

0 001 001 0O0O0

0 00001 0 0 0O

Macierz incydencji
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e droga najkrétsza: dlugos¢ drogi 12

e droga najdluzsza: dlugos¢ drogi 29
7. Maksymalny przeptyw ze zrédta 1 do ujsécia 6 wynosi 12
8.

e najkrétszy czas przejazdu: czas 13

e najdluzszy czas przejazdu: czas 29

9.
A)

0= O
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A), B) macierz incydencji po eliminacji weztéw

+1 +1 +1 0 0 0
1 0 +1 +1 £1 0
0 0 0 | 0 t1
0 +#1 0 0 1 =+ |
1 1 1 0 0 0|
-1 0 0 1 1 0
<) 0 -1 -1 0 1
o -1 0o 0 -1 -1
-1 -1 -1 0 0 0 |
1 0 0 -1 -1 0
D) 0 0 1 1 0 -1
0 1 0 0 1 1
+1 +1 0 0
£1 0 +1 +1
E) 0 0 0 |
0 £1 +1 0
11.
e droga najkrétsza: 55 km
e droga najdluzsza: 115 km.
(2;35), (2;35)
(1:20), (1:20) - )

(0:0), (0:0)

(5:55), (8;115)

4 6
)\ o \0 )
(43 )EM

(4;50), (7:85)

(1;15), (1;15) k,;

(4;40), (4;40) ( 7



8. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Omawianie przykladéw i zastosowan poznanych metod optymalizacji,
ktérym poswiecony zostal niniejszy rozdzial, poprzedzony zostanie uwaga
0gblna na temat sposobu potraktowania zagadnienia. Czytelnik zechce zasta-
nowic si¢ na co powinien zwrdci¢ uwage przy lekturze. Ot6z wszystkie przy-
klady przytaczane w dalszym ciaggu oméwione sg bardzo pobieznie, mozna
powiedzie(, ze zostaly zaledwie naszkicowane. Kazdy z nich sam w sobie sta-
nowi powazne zagadnienie, ktéremu poswiecono wiele opracowan. Zaréw-
no sposob formulowania modelu, jak metody rozwigzywania, ze wzgledu na
specyfike zagadnien moga by¢ istotnie rézne od tych, jakie zostaly zaprezen-
towane dotychczas. Celem tego rozdzialtu nie jest doktadne ich przytaczanie.
Chodzi raczej o to, aby zwrdci¢ uwage na to, co dla wszystkich zastosowan
jest wspolne, o zréznicowaniach jedynie wspominajac. Przytoczone przy-
ktady powinny zorientowa¢ Czytelnika do jakich problemoéw i w jaki sposéb
mozna stosowa¢ poznane metody optymalizacji.

8.1. ZAGADNIENIA TRANSPORTOWE

Z m magazynow nalezy wysta¢ pewna ilo$¢ towaru do n odbiorcéw. Maga-
zyny i odbiorcy znajduja sie kazdy w innym mies$cie. Zapasy w poszczegdlnych
magazynach wynosza odpowiednio g, ....., a,, natomiast zapotrzebowania
odbiorcow b  eenees bn. Zapasy réwne sa zapotrzebowaniu (tzw. zbilansowane
zagadnienia transportowe) tzn.:

™Mz
=

1l
~!

b.

1 13

a. =

1

2 1

Znany jest koszt transportu z i-tego magazynu do j-tego odbiorcy ¢, (i=1....,m,
j=1, ..., n) dla wszystkich i, j. Nalezy tak rozdysponowac¢ transport, aby catko-
wity koszt przewozu byl minimalny. Jezeli przez x, oznaczona zostanie ilos¢
towaru przewozona z magazynu i do odbiorcy j to zadanie mozna sformulo-
wacé nastepujaco:

znalez¢ takie x, aby:

S, ,,) = L X ¢ x, = min, (29)

i=1j

przy ograniczeniach:

T
®

Il
R\
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M3
&
I
S

Il
~!

Jak wida¢ jest to zagadnienie programowania liniowego o m x n zmien-
nych i m + n ograniczeniach. Macierz ograniczen tego zadania jest szczegol-
na, zawiera bowiem tylko zera i jedynki. Pelna informacje o zadaniu tego typu
zawierajy:

— macierz kosztow {c;h ktéra przy pewnym uporzadkowaniu stanowi

wektor wspolczynnikow funkeji celu,

— wektor zapaséw {a},

— wektor zapotrzebowani {b}, ktére facznie stanowia wektor wyrazéw
wolnych.

O zadaniu (29) udowodniono, Ze:

1. Posiada rozwiazanie dopuszczalne.

2. Jezeli a, b sa catkowite i nieujemne, to kazde rozwigzanie wierzchotko-
we jest calkowitoliczbowe.

Ze wzgledu na specyfike macierzy ograniczen opracowano specjalnie efek-
tywne algorytmy rozwigzania zadania (29). Szczegdlny przypadek omawiane-
go zadania dla m = n oraz a,= b=1@G(G=1 ... , 1) nosi nazwe zagadnienia
rozdzialu i jest czesto spotykane w praktyce. Oto dwa przyktady zadan pro-
wadzace do zagadnienia rozdzialu.

1. Zaktad pracy posiada n etatéw do obsadzenia. Zglosito sie n kandyda-
tow. Po wypetnieniu ankiet ustalono tablice bonitacyjng C, ktdrej ele-
menty c, réwne sq wartosci, jakqg dla zaktadu przedstawia i-ty kandydat
na j-tym stanowisku. Nalezy tak rozmiesci¢ pracownikow, aby ich war-
tos¢ dla zaktadu byla maksymalna.

Rozwiazanie:

0
Zaktadajac, ze x,, = { 1

gdzie:

0 wystepuje, gdy i-ty pracownik nie jest zatrudniony na j-tym stanowisku,
1 wystepuje, gdy i-ty pracownik jest zatrudniony na j-tym stanowisku,

to problem polega na znalezieniu takich x, (i,j=1, ....., n) by

f= § ,: ¢; %, = max, (30)

i=1j
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przy é X, = 1,
i x. =1,
j=1 0
x. >0,

2. W pewnym oddziale zaktadu produkcyjnego wykonuje sie n czynnosci, z
ktorych kazda moze by¢ wykonana przez n maszyn, jakimi dysponuje od-
dziatl. Koszt wykonania i-tej czynnosci przez j-tqg maszyne wynosi cij. Jak
rozdzieli¢ poszczegdlne maszyny do wykonania odpowiednich czynnosci,
aby catkowity koszt produkcji byt minimalny.

Jezeli oznaczenie na x, bedzie takie same jak w poprzednim przyktadzie, to

rozwigzanie bedzie polega¢ na znalezieniu takich x; G, j=1, ..., n)
by f= i:ZI pa C; X, = min,
przy i;z Xy = 1,
n
Yox.=1,
j=1 Y
x. > 0.

Jak wynika z przytoczonych opiséw omawiane zagadnienia naleza do za-
dan programowania dyskretnego. Wspomniane wczes$niej twierdzenie za-
pewnia spelnienie warunku dyskretnosci przy stosowaniu dowolnej metody
rozwigzywania.

Najczesciej stosowanymi metodami rozwigzywania zadan typu (30) sa
metoda Dantziga i tzw. metoda wegierska, oraz pewne warianty progra-
mowania sieciowego. Uogdlnieniem omawianych przykladéw sa tzw. niezbi-
lansowane zagadnienia transportowe, a wiec takie, w ktérych popyt nie
rowna sie podazy:

Ya,#Xb,
J
oraz tzw. zagadnienia wielotowarowe, w ktorych wiecej niz jeden produkt
moze by¢ przedmiotem transportu.
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8.2. ZAGADNIENIE MIESZANKI

Dane jest n skladnikéw, ktére mozna taczy¢ ze soba w réznych propor-
cjach, otrzymujac mieszanki o réznych wlasnosciach. Kazda mieszanke cha-
rakteryzuje sie podajac m cech. Cechy posiadaja wlasnos¢ addytywnosci.
Zawarto$¢ k-tej cechy w i-tym sktadniku mieszanki oznaczona jest przez a,.

Koszt jednostki i-tego sktadnika oznaczono przez c. Aby spetni¢ warunek
jakosci, mieszanka musi zawiera¢ co najmniej b, jednostek k-tej cechy. Jakie
powinny zosta¢ wziete ilosci wszystkich sktadnikéw, by otrzymac najtansza
mieszanke, spelniajac warunek jakosci?

Jezeli przez x, oznaczac bedzie ilo$¢ i-tego skfadnika w mieszance to po-
stawiony problem sprowadza si¢ do nastepujacego zadania programowania
liniowego:

é ¢, x, = min, (31)

ktére rozwiazuje si¢ standardowa metoda simpleks. Z zadaniami tego typu
mozna sie spotkaé przy projektowaniu diety — wtedy cechami sa sktadniki
odzywcze, badz przy projektowaniu mieszanek przemystowych i wéwczas ce-
chami moga by¢ jakiekolwiek wlasnosci fizyczne badz chemiczne posiadajace
wlasno$¢ addytywnosci.

8.3. KONTROLA ZAPASOW | PLANOWANIE PRODUKCJI

Zagadnienie, ktore zostanie opisane ponizej stanowi typowy problem
kazdego producenta zmuszonego do liczenia si¢ z okresowa zmiang popytu
na swoj produkt. Problem polega na sporzadzeniu planu produkcji majacej
w okresie najblizszych szesciu miesiecy zapewni¢ zaspokojenie popytu, ktd-
rego prognoza podana jest w tabeli:

1 miesigc 900 sztuk
2 miesigc 1100 sztuk
3 miesigc 1500 sztuk
4 miesigc 800 sztuk
S miesigc 800 sztuk

6 miesigc 1000 sztuk
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Wymagane zapotrzebowanie mozna pokry¢ produkujac odpowiednie ilosci w
ciggu kazdego miesigca, badz produkujac tylko cze$¢ wymaganej ilosci, reszte
uzupelniajac z zapaséw. Pierwsza ewentualnos¢ spowoduje nierytmicznosé
produkcji, nie sprawiajac jednakze klopotu z magazynowaniem zapasu, druga
zapewnia produkcje rytmiczng, ale wymaga zwiekszenia kosztéw magazyno-
wania. Przy odpowiednim sformulowaniu problem daje si¢ przedstawi¢ jako
zadanie programowania liniowego. W tym celu wprowadzone zostaja naste-
pujace zmienne:
Vo Vo X, Yy Zp =1, s , n (n-ilo$¢ okreséw prognostycznych).
gdzie:

v,— pierwotny zapas,

V.- zapas w i-tym miesiacu,

x,— produkcja w i-tym miesiacu,

y,— przyrost produkcji w i-tym miesiacu,

z,— spadek produkcji w i-tym miesigcu.

Jezeli zapotrzebowanie w i-tym miesiacu zostanie oznaczone przez b,
koszt jednostkowy magazynowania przez c, za$ koszt jednostkowy przyrostu
produkcji przez a, to zadanie mozna przedstawic jako:

n n
f=cXv.=al y = min,
i=0 ! =171

przy warunkach

XAV V= b,-' i=1, ... ,

X=X =Y %

v,20,x,20,y,20,2 >0.

Z réwnan ograniczajacych mozna wyeliminowac zmienne x;, poniewaz nie
wystepuja one w funkgcji celu.
A zatem: X=b+v-v

X,=b +v,=v,
stad
X=X, =b-b +v-v, —v +V,=b-b ~2v +Vv+v,

Ostateczna postacia zadania jest wiec:

f= cé v, = aé y, = min, (32)
b-b ,~2v +v+v, ,=y-z, [ =2, s 11
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Wracajac do przykladu, gdyby z kolei koszt magazynowania wynosit ¢ =
100 zi, za$ koszt produkcji a = 1000 z{, natomiast zapas pierwotny byt na
poziomie v, =200 szt, wéwczas optymalny plan produkcji zapewniajacy mak-
symalna rytmicznos¢ i minimalne koszty magazynowania bedzie wynikaé
z rozwigzania nastepujacego zadania programowania liniowego:

Zminimalizowa¢

f=100200+v +v v +v +v +v,) + 1000(y +y ,+y +y +Y +Y,)
przy warunkach
v,— 2v,+200+200=y,-z,
V,— 2v,+v, +400=y,-z,
v,=2v,+v,-700=y,-z, (32a)
V=2V, +V, =y —Z,
v,—2v.+v,+200=y, -z,

v,20, 9,20, z,20.

8.4. ZAGADNIENIE PRZEPLYWOW MIEDZYGALEZIOWYCH

Analiza wymiany pomiedzy réznymi dzialami tego samego przedsie-
biorstwa byla jednym z pierwszych zastosowan programowania liniowego
w dziedzinie ekonomii. Jeden z twércéw takiego podejscia W. Leontiew wy-
bral sobie jako przyklad przedsigbiorstwa cala gospodarke Stanéw Zjedno-
czonych. Dziatami produkcji byly dla niego poszczegélne galezie gospodarki,
za$ analizie poddal wymiane (przeptywy) produktéw miedzy tymi galeziami.
Stad nazwa — analiza przeplywow miedzygateziowych, obecnie uzywa sie
takze na okreslenie tego typu zagadnien nazwy optymalne modele bilanso-
we. Przedstawiony zostanie tutaj przyklad znacznie mniej ambitny, ale posia-
dajacy wszystkie cechy ogélnosci.

Przedsiebiorstwo posiada n dziatéw, z ktorych kazdy wytwarza inny pro-
dukt. Miedzy dzialami zachodzi wymiana produktéw, w tym sensie, iz pro-
dukt jednego dziatu stanowi pélprodukt lub surowiec przy produkcji innych
dzialéw. Oprécz wymiany wewnetrznej kazdy dzial produkuje pewna ilos¢
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towaréw na zewnatrz. Przyjelo sie stosowanie nastepujacej terminologii na
okreslenie poszczegélnych wielkosci charakteryzujacych opisany proces
produkcyjny.
Wspdlczynnik naktadéw bezposrednich a, — liczby wyrazajace ile jedno-
stek produktu dzialu i przypada na jednostke produktu dzialu k (wymiana
wewnetrzna).
Produkcja globalna oddziatu x, — calkowita ilo$¢ jednostek wytwarzana
przez i-ty dzial.
Produkcja koricowa oddziatu y, - ilo$¢ jednostek produktu i-tego dziatu
przeznaczona ,na zewnatrz”.

Dla kazdego oddzialu rozpatrywanego przedsiebiorstwa spetnione musi
by¢ nastepujace réwnanie bilansowe:

(produkcja globalna) — (przeplyw do innych dziatow) = produkcja
koricowa,

co mozna zapisa¢ w postaci

X =yi=1..,n (33)
lub w postaci macierzowej
(I-A)X=Y, (34)

gdzie:

I - macierz jednostkowa, A = {a }.
Macierz I - A znana jest jako macierz Leontiewa, za$ (I-A )' nazywa si¢ ma-
cierzg naktadow catkowitych. Z (34) wynika, iz wektor produkcji globalnej
wyraza sie przez produkcje koricowa i naktady bezposrednie jako:

X=(-A)Y. (35)

Jezeli znane s ceny produktu koricowego — ¢, to mozna pokusic sie o skon-
struowanie optymalnego planu produkcji, a wiec takiego, ktory zapewni mak-
symalny zysk spelniajac jednoczesnie réwnania bilansowe (33) oraz pewne
dodatkowe ograniczenia wynikajace np. z braku surowcéw lub ograniczonej
mocy wytworczej. Niech ograniczenia te nie pozwola przekroczy¢ produk-
cji globalnej zadanych z géry wartoéci b, (dla i-tego dzialu produkcji). Wtedy
optymalny plan produkcji bedzie rozwigzaniem nastepujacego zadania pro-
gramowania liniowego

SO,y)= i; c,y,=max
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przy warunkach

Na podstawie réwnan bilansowych mozna poda¢ réwnowazne sformuto-
wanie zawierajace tylko zmienne y,

f(y)=7C - %= max
(I-A)'y<b (36)
y <0.

Rozwiazujac (36) mozna znalez¢ optymalny plan produkcji konicowej, po
czym korzystajac z (35) optymalny plan produkgcji globalnej. Wida¢, iz do jed-
noznacznego sformulowania zagadnienia optymalnego modelu bilansowego
nalezy zna¢ macierz naktadéw bezposrednich A, wektor cen produktu konco-
wego ¢ oraz wektor ograniczen produkcji globalnej b. Niekiedy mozna spo-
tka¢ inne dane wejsciowe, ktére nie sa bezposrednio réwne A, b, ¢ —wbéwczas
nalezy badz zmodyfikowa¢ postac zadania, badz na postawie danych obliczy¢
wymagane wielkosci 4, b, ¢.

Opisany przypadek nalezy do klasy tzw. statycznych modeli ekonomicznych,
nieuwzgledniajacych zmian w czasie. Jezeli takie zmiany uwzgledni¢ w stosunku
do wszystkich wielkos$ci ingerujacych w model, podobnie jak to mialo miejsce
przy planowaniu zapaséw to mozna otrzymac tzw. model dynamiczny.

Model dynamiczny uwzglednia nie tylko jeden okres produkcyjny, ale kil-
ka na raz i moze stuzy¢ jako narzedzie planowania dlugofalowego. Oczywiste
jest, ze zaré6wno liczba zmiennych, jak ilo$¢ ograniczen i komplikacja struktu-
ry modelu znacznie w tym przypadku wzrastaja.

8.5. ANALIZA DROGI KRYTYCZNEJ - METODA PERT

Metody analizy drogi krytycznej sluza do planowania czasowego przed-
siewziec i sg bardzo zblizone do harmonogramowania. R6znia sie one od
niego wigksza kompleksowoscia ujecia oraz adaptacyjnym charakterem. Jako

) Zwane takze metodami CPM, (Critical Path Method) lub PERT (Program Evaluation and Review
Technique).
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jedyny problem rozwigzywany w niniejszym opracowaniu explicite metoda
programowania sieciowego potraktowany on bedzie nieco bardziej szczegé-
fowo niz inne przyktady zastosowan.

Metody planowania sieciowego, ktére rozwinely sie¢ w Stanach Zjednoczonych
od czasu realizacji programu rakiet Polaris, staly sie obecnie powszechnym na-
rzedziem administrowania. Stosowanie ich zaleca si¢ nawet wéwczas, gdy z gory
mozna przewidzie¢, ze programu analizy nie da si¢ przeprowadzi¢ do konica. Dzieje
sie tak dlatego, iz juz w fazie wstepnej przygotowania sieci czynnosci nalezy grun-
townie przeanalizowa¢ cale przedsiewziecie, co na ogo6l pozwala uswiadomic kie-
rownictwu caly szereg waznych jego aspektéw, ktére bez tego moglyby umknaé
uwadze. Dzigki temu juz w fazie przygotowawczej mozna ustali¢ punkty newral-
giczne operacji, najlepsze sposoby agregowania czynnosci, rozdzial srodkéw; itp.

Do czasu powstania metod sieciowych problemy takie rozwiazywano gléwnie
technika wykres6w Gantta [[21], [28]], ktére stanowia dogodna forme prezentacji,
lecz nie sa najlepszym narzedziem analizy. W metodzie sieciowej cale przedsiewzie-
cie znajduje odwzorowanie w postaci sieci zaleznosci, ktéra stanowi model przed-
siewziecia. Ustalenie kryteriéw jakosci pozwala znalez¢ rozwigzanie optymalne
technika programowania sieciowego, za$ wykres Gantta jest najczesciej produktem
konicowym przedstawiajacym optymalny harmonogram pracy. W sieci czynnosci
wezly przedstawiaja etapy robot, zas tuki poszczegélne ich rodzaje.

Opracowanie czynnosci wymaga:

— strategicznych ustalen dotyczacych calego przedsiewziecia, a wiec jego

celu, zakresu itp.,

— okreslenia wszystkich czynnosci (prac, zadan, czy tez robdt etapowych

jak to sie inaczej nazywa) niezbednych do wykonania przedsiewziecia,

— ustalenia czasu wykonywania poszczegélnych czynnosci oraz ich cha-

rakterystyk czasowo-kosztowych™,

— ustalenia logicznych powiazan czynnosci i etapéw robot.

Najprostsza sie¢ zaleznosci sktadajaca sie z jednej tylko czynnosci A przed-
stawiona jest na rysunku 27.

czynnosé
etap $ etap
éZD >éz)
A

Rys. 27. Najprostsza sie¢ czynnosci

" Charakterystyki czasowo-kosztowe przedstawiaja zaleznos¢ kosztu wykonania danej czynnosci od cza-
su jej wykonania.
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Wezel 1 oznacza rozpoczecie, za$ wezel 2 zakoniczenie czynnosci A (a tym
samym calego przedsiewziecia). Ustalenie czasu trwania czynnosci A do-
konuje sie w metodzie PERT przez okreslenie czasu optymistycznego , pe-
symistycznego i oczekiwanego . W przypadku, gdy dana czynnos¢ byla juz
wykonywana wczesniej, mozna na podstawie do§wiadczenia po prostu podaé
rozklad czasu jej wykonania w postaci odpowiedniej funkcji gestosci rozkla-
du. Czasy, i odpowiadaja dla danej funkcji dolnej i gérnej granicy okreslono-
$ci oraz warto$ci modalnej. Jezeli czynno$¢ wykonywana jest po raz pierwszy,
wtedy oceny , i wyznacza sie kierujac si¢ zdrowym rozsadkiem i biorac pod
uwage wszystkie mozliwe okoliczno$ci, ktére moga przyspieszy¢ lub opdzniaé
realizacje czynnosci.

Traktujac czas wykonania ¢ jako zmienng losowa o rozkladzie jednomo-
dalnym B, mozna na podstawie , i obliczy¢ przecietny czas oczekiwany zgod-
nie z wzorem:

t+4t +t
T=.J___é__£7 (37)
oraz jego wariancje
2
t,—t
Vz[ 26 L J . (38)

Przy okreslaniu struktury sieci czynnosci, niezmiernie wazne jest ustalenie
logicznych powiazan poszczegdlnych robét i etapdw — pozwala to na jedno-
znaczne wyznaczenie wezléw i lukéw sieci. Istnieja rézne metody rysowania
sieci czynno$ci (metody w przéd, w tyl). Opisana tu zostanie za Mullerem
[21] metoda wyznaczenia incydencji. Wezly w tej metodzie oznaczone beda
nastepujaco: (AB|CDE) — co oznacza, ze do wezla wchodza (koricza w nim)
czynnosci AB, zas wychodza z niego (zaczynaja si¢) czynnosci CDE (rys. 28).

A

(AB[CDE):

B

Rys. 28. Interpretacja oznakowania wezléw
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Na podstawie logicznych powiazan ustalona zostanie sekwencja nastepstw
czynnosci, ktéra umozliwia odszukanie weztéw sieci w postaci z rysunku 28
jednoznacznie wyznaczajacych cala sie¢. Moga tu zaistnie¢ nastepujace przy-
padki szczegdlne:

1. Na liscie wezléw pojawiaja sie dwa wezly pozornie rézne, posiadajace

jednakowe czynnosci wchodzace (po lewej stronie znaku ,|”) np.
(A|BC), (A|D)
2. Na liscie wezléw pojawiaja sie dwa wezly rézne, ale posiadajace jedna
czynnos$¢ wspélna np.
(AB|C), (DB|H).

Pierwszy przypadek oznaczalby istnienie dwdch réznych etapow zakon-
czenia czynnos$ci A, co jest niemozliwe i nakazuje polaczy¢ wezly (A|BC)
i (A|D) w jeden wezel (A|BCD). W drugim przypadku czynno$¢ B réwniez
konczy¢ si¢ powinna w dwdch réznych etapach, co jest niemozliwe. Nie moz-
na jednak potaczy¢ dwdch weztéw w jeden, poniewaz konicza sie w nich rézne
zdarzenia A i D. Trudno$¢ ta zostanie pokonana przez wprowadzenie czyn-
nosci fikcyjnej Z o zerowym czasie trwania, zastepujac wezty (AB|C), (DB|H)
przez (AZ|C), (DB|HZ) (rys. 29).

A C
=
z
D H
=
B

Rys. 29. Wprowadzanie czynno$ci fikcyjnej

W ten spos6b linia zerowa Z przenosi réwnoczesnos¢ zakonczenia czyn-
nosci B do wezla (AZ|C).

Zastosowanie analizy sieciowej rozwazone zostanie na nastepujacym
prostym przykladzie. Przedsiewzieciem realizowanym jest organizacja raj-
du studenckiego. Ustalono liste czynno$ci niezbedna do zrealizowania raj-
du, zamieszczona w ponizszej tabelce. Czasy widniejace w tabeli oceniono
na podstawie dos§wiadczen organizatoréw innych rajdéw. W kolejnej tabeli
przedstawiona jest logiczna sekwencja nastepstw, przy czym cata tabela jest
wynikiem ostatnich dwdch kolumn, z ktérych przedostatnia zawiera czynno-
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$ci, jakie nieodzownie powinny poprzedza¢ czynno$ci wypisane w kolumnie

ostatniej.
Sy mbo’l. . Nazwa czynnosci L t, ¢, T
czynnosci
A wybdr komitetu 1 6 2 2,5
B ustalenie i sprawdzenie tras S 15 7 8
C druk i rozwieszenie plakatéw 10 20 14 16
D druk i wysytka propozycji 5 14 7 75
E produkcja znaczka rajdowego 10 20 14 16
F przyjmowanie zgloszeri 7 14 10 10
G rezerwacja noclegéw 4 14 7 75
H rezerwacja pociggu powrotnego 1 7 3 3,5
1 organizacja zakoriczenia 2 10 4 S
J zaproszenie gosci oficjalnych 2 10 7 6,5
K obstuga rozpoczecia rajdu 1 1 1 1
L obstuga tras rajdowych w czasie rajdu 4 4 4 4
M obstuga zakoviczenia 1 1 1 1

Dopisanie w kolejnych kolumnach poprzednikéw okreslonej czynnosci
pozwala na wyeliminowanie zbednych poprzednikéw bezposrednich (z ko-
lumny przedostatniej). Na przyktad, jesli C musi by¢ poprzedzone przez A i B,
za$ skadinad wiadomo, ze B musi by¢ poprzedzone przez A to wystarczy
stwierdzenie, ze C musi miec jako poprzednik B. Po dokonaniu takiej elimina-
¢ji, ustalona zostanie liste weztéw (czynnos¢ 0 oznacza czynno$¢ inicjujaca):

pOoprz. poprz. poprz. poprz. poprz. poprz. czynnos¢
- - - - - - 0 A
- - - - - 0 A B
- - - - 0 0 B C
- - - - 0 0 B D
- - - - 0 0 B E
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0 0A AB CD F

0 0A 0A ACD F G

0 0A 0A ACD F H

0 0A 0A ACD F 1

0 0 B J

0 0A 0AB 0ABCD ACDB GE K

0 0A 0AB 0ABCD ABCDF GFE K L
0 0A 0AB 0ABCD 0ABCDF KABF LJIH M

(0|A), (Al), (BIC), (B\D), (BIE), (CDIE), (FIG), (F|H), (F\L), (B|)), (GEIK),
(K|L), (LJIH|M.).

Na podstawie redukcji, zgodnie ze wskazaniami wymienionymi w punk-
tach 11 2, ostateczna lista wezléw przedstawia sie nastepujaco:

1.(0|A) 3. (B|CDEJ]) 5. (F|GHI) 7. (K|L)

2. (A|B) 4. (CDI|F) 6. (GE|K) 8. (LJIH|M.).
Prowadzi to do sieci na rysunku 30.

Rys. 30. Sie¢ zalezno$ci czynno$ci przy organizacji rajdu



114 ROZDZIAL 8

Juz po narysowaniu sieci wida¢, niedopuszczalng z punktu widzenia struk-
tury grafu rzecz, ktéra uszla uwadze — mianowicie kazda z par weztéow 3 i 4
oraz 5 i 8 jest polaczona dwoma tukami. Wynika stad wniosek, ze czynnosci
C i D stanowia naprawde jedna czynno$¢ CD, za$ H i I jedna czynno$¢ HI
Ostatecznie sie¢ czynnosci przedstawiona zostala na rys. 31.

J=6,5

A=25 B=8§ CD=16 F=10 G=T7,5
@ 5y 2 )28, 3 >® >/5\ N

Rys. 31. Sie¢ z rysunku 30 z zaznaczeniem drogi krytycznej

Gdyby oceni¢ czas niezbedny do przeprowadzenia rajdu dodajac czasy
z tabeli, to wynik wyniesie 88,5 dnia. Oczywiste jest jednak, ze pewne czyn-
nosci moga by¢ wykonywane réwnoczesnie, w zwigzku z czym czas ten moze
ulec skroceniu. Ktére to sa czynnosci i jakie jest ich chronologiczne powiaza-
nie obrazuje rysunek 31. Kazdy tatwo sie zgodzi, ze wynika z niego, iz mini-
malny czas niezbedny do realizacji przedsiewzigcia nie moze by¢ krétszy niz
najdiuzsza z drég taczaca wezet 1 z weztem 9. Taka droga w grafie zaleznosci
czasowych nosi nazwe drogi krytycznej, a czynnosci, ktére na niej leza nazy-
waja sie czynnosciami krytyczmymi. Drogi krytycznej poszukuje sie metoda
Forda (na rysunku 31 zaznaczono ja pogrubiona linia). Jak mozna zaobserwo-
wac leza na niej wszystkie etapy (wezly), a jej dlugo$¢ wynosi 50.

Wida¢, ze analizowane przedsigwziecie posiada tylko trzy niekrytyczne
czynnosci: E, J, HI. Czynno$ci te moga by¢ opéznione w pewnych granicach
bez ryzyka op6znienia realizacji catoéci zadania. Zadna natomiast z czynno-
$ci krytycznych nie moze by¢ opdzniona bez narazenia na opéznienie calego
przedsiewziecia. Oczywiscie, jesli dysponuje sie ograniczonymi srodkami na
realizacje calo$ci projektu, to mozna analizowa¢ przedsiewziecie pod katem
skrécenia pewnych czynnosci i wydtuzenia innych. Woéwczas graf zalezno$ci
moze ulega¢ zmianie i droga krytyczna moze takze ulec zmianie. Tego typu
analiza nosi nazwe analizy czas — koszt i nie zostanie ona tutaj opisana. War-
to jednak nadmieni¢, ze typowa zalezno$¢ czas—koszt dla pojedynczej czyn-
nosci zaprezntowana jest na rysunku 32, za$ efektem konicowym takiej analizy
jest przedstawienie zalezno$ci czas—koszt catego przedsiewziecia na podsta-
wie znajomosci zalezno$ci czas—koszt dla wszystkich czynnosci.
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koszt
maks

koszt
min

czas minimalny czas optymalny
Rys. 32. Zalezno$¢ czas-koszt dla pojedynczej czynnosci

Inwestor przedsiewziecia, na podstawie przedstawionej mu zaleznosci
czas—koszt, moze podja¢ decyzje o skréceniu czasu realizacji projektu kosz-
tem poniesienia wigkszych nakladéw, ale za to z nadzieja na wcze$niejsze
osiagniecie zyskow.

Produktem dodatkowym przy poszukiwaniu drogi krytycznej jest zdobycie
informacjio tzw. luzach czasowych etapéwizapasach czasu czynnosci.Kazdy
wezelsieci posiadaluz czasowy rowny przedziatowi czasu o jaki mozna opéznic
rozpoczeciepracwychodzacychzdanegowezlabezopéznieniarealizacjicalosci.
Jezeli przez T oznaczony jest czas realizacji catego projektu (dtugosc¢ drogi kry-
tycznej),t, —najwczesniejszy czasdojéciadoweztai, t '~ dtugos¢ drogikrytycznej
od wezta i do wezla konicowego, to luz czasowy mozna zdefiniowaé wzorem:

T=T-t'-t

Wszystkie wezty lezace na drodze krytycznej maja luzy czasowe T, = 0. Tak
jest dla wszystkich wezléw sieci omawianego przykladu. Zapas czasu czynno-
$ci taczacej wezel i z j, jesli czas jej wykonania wynosi dl.]., obliczy¢ mozna ze
wzoru:
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Jest on réwny odcinkowi czasu o jaki mozna opézni¢ rozpoczecie danej
czynnosci bez narazenia si¢ na opéznienie realizacji calosci przedsiewziecia.
Zapasy czasu posiadaja tylko czynnosci niekrytyczne. W omawianym przy-
kladzie istnieja trzy takie czynnosci, a ich zapasy czasu wynosza odpowiednio:

t,=50-6-105-16= 175,
t =50-1-105-65=32,
t,=50-1-365-5=75

Wykres Gantta dla rozpatrywanego projektu przedstawiony jest na rysun-
ku 33.

— ]
I
kL
o

' : ] ' o
[ & | cD | F IR C3 im |
; : _HI: |

Rys. 33. Wykres Gantta dla czynno$ci wystepujacych przy organizacji rajdu



9. PROGRAMY KOMPUTEROWE W ROZ-
WIAZYWANIU ZADAN OPTYMALIZACJI

W rozdziale trzecim niniejszej ksiazki oraz kolejnych zaprezentowano,
jak rozwigzywac¢ zadania optymalizacji przy pomocy pakietu MS Excel.
W rozdziale biezagcym zostang wskazane przyklady oraz Czytelnik zostanie
zachecony do poszukania oprogramowania, przy pomocy ktérego bedzie
mogt rozwiazywac bardziej zlozone problemy z dziedziny badan opera-
cyjnych. Oczywiscie posiadanie programu takiego jak Excel wystarcza do
wielu, nawet bardzo skomplikowanych zadan ale warto wiedzie¢, ze sa do-
stepne narzedzia specjalistyczne dedykowane do zadan, o ktérych mowa
w niniejszej ksigzce.

Jesli sprawa traktowana bedzie zawodowo, to nalezy zakupi¢ wiasciwy
program. Jesli jednak oprogramowanie ma by¢ wykorzystywane w celach dy-
daktycznych, niekomercyjnych to po pierwsze, mozna w sieci znalez¢ bogate
zrédlo programéw darmowych, a po drugie, z niektérych zaawansowanych
programéw komercyjnych mozna korzysta¢ na zasadzie wersji testowych.
Aby skorzysta¢ z jednego z przedstawionych rozwiazan nalezy wpisa¢ w do-
wolnej wyszukiwarce hasto tematyczne (np. ,linear programming”), a otrzy-
ma si¢ dluga liste adresow.

W dalszym ciagu zaprezentowane zostang trzy przyklady oprogramowa-
nia, mianowicie: program darmowy, program komercyjny w wersji testowej,
oraz darmowy jezyk oprogramowania R. Wersje testowe posiadaja zawsze
pewne ograniczenia w stosunku do petnych wersji komercyjnych, ale najcze-
$ciej nie sa to ograniczenia istotne dla zastosowan domowych. Wykorzystanie
tych trzech programoéw zostanie zilustrowane przyktadem z rozdziatu drugie-
go dotyczacego zakladu wykorzystujacego blache i pleksiglas do wytwarzania
dwoch rodzajéw wyrobow.

Dla wygody zostanie w tym miejscu przypomniany zapis matematyczny
wspomnianego zadania:

Maksymalizacji podlegata funkcja celu:

f=3900x, +3850x,
przy spelnieniu nastepujacych ograniczen:
Ograniczenie 1: 7100 x, + 4 150 x, < 500 000.

Ograniczenie 2: 12x, + 16x, < 1040.
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Ograniczenie 3: 2x, + 0,5 x, < 1000.
Ograniczenie 4: x, + 2x,< 200.

dla x,20 oraz x,>0.

9.1. PROGRAM LP_SOLVE

Wersja ktéra zostanie uzyta do opisu to wersja 5.5.2.11. Zostata ona pobra-
na ze strony internetowej https://sourceforge.net/projects/lpsolve/.

Po instalacji i uruchomieniu programu pojawiaja si¢ dwa okna. W jednym
z nich wpisuje sie kod Zrédlowy, ktéry po skompilowaniu wyswietla rozwigza-
nie w drugim oknie, zwanym oknem wynikowym. Wiecej informacji na temat
sktadni i sposobéw rozwiazywania zadan mozna odszuka¢ w pomocy lub na
stronie http://Ipsolve.sourceforge.net/5.5/

Ponizej przedstawiony zostal sposéb rozwigzania zadania z przyktadu 1.

LPSolve IDE - 5.5.2.11 — O X
Eile Edit Search  Action View Options Help

£] Source Matix ¥ Options () Result
1 /* Zadanie z przykiladu 1 #*/

max: 3900*X1+3850*X2;

i

/* Ograniczenia */
7100*X1+4150*X2 <= 500000;
12*X1+16*X2 <= 1040;
2*X1+0.5*X2 <= 1000;
X1+2*X2 <= 200;

[ RS B I LI O R )

29:8 ITE: 1 INV: 2

Rys. 34. Zrédlo i sposéb wpisywania kodu

Po kliknieciu w przycisk do kompilacji otrzymuje si¢ wynik, jak na rysunku
ponize;j.
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Rys. 35. Ekran wynikowy

9.2. PAKIET LINDO

Dla kontrastu z prostym darmowym produktem jakim jest Ip_solve poka-
zany zostanie przyklad bardzo zaawansowanego, komercyjnego srodowiska
do rozwigzywania zadan optymalizacji firmy Lindo Systems Inc. Na rysunku
ponizej zostal zaprezentowany opis jednego z jej produktéw — Lingo w wersji
8. Zostal on zatadowany ze strony producenta, jako produkt w wersji testo-
wej z ograniczonym czasem wykorzystania. Aby otrzymac taka wersje probna
nalezy zarejestrowac sie na stronie producenta. Lingo jest bogatym $rodo-
wiskiem do modelowania i rozwiazywania zadan z badan operacyjnych. Jest
programem z graficznym interfejsem oraz posiada wyczerpujacy podrecz-
nik z ktérego mozna sie nauczy¢ zaréwno modelowania, jak i rozwiazywa-
nia zadan optymalizacji. Posiada réwniez wiele udogodnien stworzonych dla
uzytkownika.
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Demo LINGO
Release 8.0 (12 Mar 03)
Copyright® 2002

LINDO Systems Inc
1415 North Dayton Street
Chicago, IL 60622
312/988-7422

http:/ s lindo.com

— Limits for this Installation:
Constraints

Yariables

Integer Variables:
Monlinear Variables
Global Variables:
Generator Memaory (Mhb)

150
200
20
20

2z

21 Aprxr z0O02

Commiercial

—License Expiration:—‘ (License Usage:—

1

MNumber of Licenses ———————

—Additional License Infarmation:

Trial Ver=ion
Enabled Solver=:

<>

Rys. 36. Informacje o pakiecie Lingo v. 8

Rozwiazanie zadania pokazano na rysunku 37.
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24 LINGO - Solution Report - LINGO2

File Edit LINGCO Window Help

O|=8|&] 2|8 = | B0 O] |m|R| 2o 2[x2|

= LINGO Model - LINGO2

Zadanie z przykiadu 1;

IFUNKCJA CELU:;
MAX = 3900*X1+3850%*X2;
IOGRANICZENIA: ;

7100*X1 + 4150#*X2 <= 500000;
Lzasl & 16%X2 <= 1040;
2R e (0eDBXE = 1000;
X1l + 2FK2 <= 200;

2/ Solution Report - LINGO2

| Global optimal solution found at iteration:

Objective value: 308714.7

Variable Value Reduced Cost

%1 57.74295 0.000000

HZ 21.80278 0.o0o0o00

Row Slack or Surplus Dual Price

HE 308714.7 1.000000

2 o.0ooooo 0.2539185

i 0.0oo0o0 174.7649

4 Bld.B617 g.oooooo

B 98.87147 0.o000000

For Help, press F1 | cap
Rys. 37. Dane wejsciowe, graficzny obraz macierzy zadania I wyniki w §rodowisku
Lingo

Zaréwno w sieci, jak w reklamowych prospektach mozna znalez¢ wiele
innych produktéw do wspomagania rozwigzywania probleméw z badan ope-
racyjnych. Czytelnik moze zainteresowac si¢ nimi w sytuacji, kiedy nie sta¢ go
na zakup produktéw MS Office lub innych drogich programéw.

9.3. OPROGRAMOWANIE R

Oprogramowanie R to nie tylko jezyk programowania, ale réwniez srodo-
wisko obliczeniowe i graficzne, ktére idealnie sprawdza sie do obliczen staty-
stycznych, analizy duzej ilosci danych, czy wizualizacji wynikéw. Darmowy
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dostep do tego oprogramowania i mnogo$¢ pakietéw ulatwiajacych prace
z danymi wplywa na zwiekszanie jego popularnosci, szczegdlnie wsréd ana-
litykéw danych.

Program R mozna pobrac ze strony internetowej https://cran.r-project.
org/. Nalezy wybra¢ odpowiedni system operacyjny, pobra¢ oprogramowanie
i je zainstalowaé. Obecna wersja dla Windows to R-4.0.5.

R-4.0.5 for Windows (32/64 bit)

Download R 4.0.5 for Windows (85 megabytes, 32/64 bit)

Installation and other instructions
New features in this version

CRAN

}“;[I,:m,ﬂ o If you want to double-check that the pack you have d loaded hes the

T ﬁztsrnm package distributed by CRAN. you can compare the md5sum of the exe to the

s hle“ s fingerprint on the master server. You will need a version of md5sum for windows: both
A graphical and command line versions are available.

‘;bl?lﬁ 3 Frequently asked questions

The R Journal

+ Does R run under my version of Windows?

+ How do I update packages in my previous version of R?
pafitar + Should I run 32-bit or 64-bit R?

Rys. 38. Widok strony z linkiem do oprogramowania

Dla ulatwienia pracy z programem zalecane jest zainstalowanie edytora RStu-
dio https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/
Ponizej zostal zaprezentowany widok R i R-Studio po uruchomieniu.

W RGun (64-60)
Pik Edytj Widok Rémne Pakiety Okna Pomoc

EECSOEEE)

owat R lub pakiety R w publikacjach.

aby uzyskaé pomoc on-line, lub
ce HTML.

Rys. 39. Pogladowy obraz R oraz R-studio po uruchomieniu

Zilustrowane zostanie teraz rozwigzanie w programie R problemu maksy-
malizacji dla funkcji fz rozdzialu drugiego. W tym calu zainstalowany zostanie
pakiet IpSolve, ktéry nalezy doda¢ do biblioteki nastepujacymi komendami:



Programy komputerowe w rozwiazywaniu zadan optymalizacji 123

>install.packages(“IpSolve”)
>library(“IpSolve”)

Problem optymalizacji zaprezentowany zostanie graficznie przy uzyciu gra-
fiki wbudowanej w R. Mozna réwniez wykorzysta¢ pakiet ggplot2. W celu
instalacji pakietu ggplot2, nalezy wpisa¢ komendy analogicznie jak powyzej:
>install.packages(,ggplot2”)
>library(,,ggplot2”)

Omawiany w rozdziale drugim problem maksymalizacji byl opisany za pomo-
cq nastepujacego modelu matematycznego:
Funkcja celu

f=3900x, + 3850«,
Ograniczenia:

7100 x, + 4 150 x, < 500000,
12x,+ 16x, < 1040,

2x,+ 0,5x, < 1000,

x, + 2x,< 200,

x1 >0,

x2 > 0.

Rozwiazanie w R przy uzyciu funkgcji Ip z pakietu IpSolve

# do fprzypisane zostaja wspdlczynniki funkcji celu
f <- ¢(3900, 3850)

# L -macierz wspdltczynnikéw stojacych
# przy zmiennych w uktadzie ograniczen

L <- matrix(c(7100, 4150,
12, 16,
2,0.5,
1, 2), nrow=4, byrow=TRUE)

# b - prawe strony ograniczen
b <- ¢(500000, 1040, 1000, 200)



124 ROZDZIAL 9

# kierunki nier6wnosci w ograniczeniach
kierunki_nierowosci <- c(,,<=" ,,<=" ,<=" ,<=")
# wyznaczenie maksimum funkcji f uwzgledniajac ograniczenia

wynik <- Ip(direction="max’,
objective.in = f,
const.mat = L,
const.dir = kierunki_nierowosci,
const.rhs = b,
allint = F)

# Status: 0 = sukces, 2 = porazka
print(wynik$status)

#Wyswietl optymalne wartos$ci dla x_1, x_2
argmax <- wynik$solution

names(argmax) <- ¢(“x_1’, “x_2")
print(argmax)
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@ Rstudio — jm| X
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
O - i HB A Go to file/function ~ Addins ~ ® project: (None) ~
Source =50 Environment  History Connections Tutorial =
“ ] " importDataset + & List = -
Console  Terminal Jobs =
') Global Environment ~
~f
> # do f przypisujemy wspélczynniki funkcji celu BaEe
> f <- c(3900, 3850) A num [1:4, 1:2] 3 0.5 0.1 4..
> B num [1:4, 1:2] 7100 12 2 1.
> # L -macierz wpsolczynnikow stojacych © optimum List of 28 (
> # przy zmiennych w ukladzie ograniczen 7 -
v O wynik List of 28
> L <- matrix(c(7100, 4150, values
: %2'01‘;' argmax Named num [1:2] 57.7 21.7
4 S0 R ST b num [1:4] 500000 1040 1000 2..
> # b - prawe strony ograniczef B num [1:4] 7500 3000 500 12000
> b <- ¢(500000, 1040, 1000, 200) best_sol Named num [1:2] 57.7 21.7
> constranin.. chr [1:4] "<=" "<=" "<=" "<="
> # kierunki nieréwnosci w ograniczeniach 7 num [1:2] 3900 3850
= kierunki_nierowosci < (<=, "<=", "<="3 "<=") i - = R T AL R Gl PP A T
. ierunkin. [chr [1:4] "<=" "<=" "<=" <=
> # wyznaczenie maksimum funkcji f uwzgledniajac ograni
czenia
> wynik <- Tp(direction="max",
objective.in = f,
- const.mat = L,
+ const.dir = kierunki_nierowosci,
+ const.rhs = b,
¥
=
> # status: 0 = sukces, 2 = porazka
> print(wynik$status)
[1] o
>
> #wyswietlamy rozwiazanie x_1, x_2
>
> argmax <- wynik$solution
> names(argmax) <- c("x_1", "x_2")
> print(argmax)
) i X2
57.74295 21.69279
>
Files Plots Packages Help Viewer a0

Rys. 40. Widok rozwigzania w R-Studio

W kolejnym kroku zaprezentowane zostanie graficzne rozwigzanie tego
zadania. Jako przyklad uzyto grafiki wbudowanej w R.
funkcja_l <- function(x,a,b){

y<-a*x+b
return(y) }
x <- seq(0,600,by=100)
y0 <- funkcja_l(x,a = -0.5,b =100)
yl <- funkcja_l(x,a = -4,b =2000)
y2 <- funkcja_l(x,a = -12/16,b =1040/16)
y3 <- funkcja_l(x,a = -7100/4150,b =500000/4150)
# Px-pierwsze wspolrzedne punktow koncowych trojkatow,
# Pyi-drugie wsp. punktow konicowych,
Px = ¢(0, x, 0)
Py0 = c(0, y0, 0)
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Pyl = c(0, y1,0)
Py2 =¢(0,y2,0)
Py3 =¢(0,y3, 0)
plot(1,type="n"xlim=c(0,510),ylim=c(0,200),xlab="liczba wyrobu A (x1)}y-
lab="liczba wyrobu B (x2)”

,xaxs="{}yaxs="i,main="Graficzne przedstawienie ograniczen”)
# rysowane sa wielokaty po 6 dla kazdej z funkgji yi,
polygon(Px,Py0,col=rgb(0, 1, 0, alpha = 0.3), border=rgb(0, 1, 0, alpha = 0.5))
polygon(Px,Pyl1,col=rgb(0, 1, 0.1, alpha = 0.2), border = rgb(0, 1, 0.1, alpha =
0.5))
polygon(Px,Py2,col=rgb(0., 0, 0.200, alpha = 0.2), border = rgb(0, 0, 0.200, al-
pha = 0.5))
polygon(Px,Py3,col=rgb(1, 0, 0, alpha = 0.2), border = rgb(1, 0, 0, alpha = 0.5))
points(58,22,pch=19)
arrows(170, 120, 58, 22)
text(190,125,paste(“(“, 58, 4, 22,)”))
text(190,135,"Rozwigzanie”)
points(57.7,0,pch=3)
points(0,21.7,pch=3)

Rezultat przedstawiony zostal na rysunku ponize;j.

Graficzne przedstawienie ograniczen

200

180
|

Rozwiazanie
(58,22)

liczba wyrobu B (x2)
100

50

[ I I I
200 300 400 500

liczba wyrobu A (x1)

Rys. 41. Graficzne przedstawienie ograniczen
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W powyzszym rozwigzaniu zmienna x powinna przyjmowac przynajmniej
dwie wartosci, tj. zero i maksimum z przeciwobrazéw zera funkcji ograniczen
oznaczonych jako, czyli ich miejsc zerowych.






10. WYBRANE PROJEKTY STUDENTOW
WSEI

W ramach zaliczenia przedmiotu badania operacyjne studenci II roku
przygotowywali projekty dotyczace nastepujacej tematyki: programowanie
liniowe, programowanie sieciowe, analiza drogi krytycznej — metoda PERT.
Ponizej zostaly zaprezentowane najciekawsze projekty przedstawione przez
studentow.

10.1. Zagadnienie mieszanki
1. Sformutowanie problemu:

Zycie studenta to bardzo ciekawe potaczenie maksymalizacji aktywnosci
i minimalizacji kosztéw. Najbardziej optymalny poziom aktywnosci osiagnie-
my miedzy innymi utrzymujac organizm przy zdrowiu, poprzez dostarczanie
mu niezbednej ilosci wartosci odzywczych i witamin.

Zbadamy dwie losowo wybrane multiwitaminy, pod wzgledem ich ceny
i zawarto$ci witamin, aby znalez¢ ta, ktéra bedzie najodpowiedniejsza dla
mlodego studiujacego czlowieka.

Multiwitamina A zawiera: 0,5 pg witaminy A, 30 ug witaminy E, 60 mg
witaminy C, 400 mg kwasu foliowego, 1,5 mg witaminy B , 1,7 mg witaminy
B,, 2 mg witaminy B,, 6 pug witaminy B ,, 20 mg witaminy PP, oraz 25 ug wi-
taminy K.

Koszt jednostkowy wynosi: 0,7117 z1.

Natomiast multiwitamina B zawiera: 0,66 pg witaminy A, 10 pg witaminy
E, 60 mg witaminy C, 1,4 mg witaminy B, 1,6 mg witaminy B,, 2 mg witaminy
B, I ug witaminy B, a jej cena za jednostke wynosi 0,35 zt.

Dzienne zapotrzebowanie na poszczegdlne witaminy wynosi: I mg dla wi-
taminy A, 10 pg dla witaminy E, 75 mg dla witaminy C, 245 mg dla kwasu fo-
liowego, 2mgdla B, 2mgdla B, 2mgdla B, 2 pg dla B, 15 mg dla witaminy
PPi I mg dla witaminy K.

12’

12’

2. Cel naszego zadania:

Celem naszego zadania bedzie uzyskanie odpowiedzi na pytanie: Jak do-
bra¢ powyzsze specyfiki, aby student otrzymywal codziennie niezbedna por-
cje witamin, a wydal przy tym jak najmniej ze swojego skromnego budzetu?
Zatem bedzie nam chodzito o znalezienie minimum funkgcji:
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flxy) = 0,7117x + 0,35y — min, gdzie

x — ilo$¢ tabletek multiwitaminy A,
y — ilo$¢ tabletek multiwitaminy B,
przy nastepujacych warunkach:

wit. A 0,5x + 0,66y > 1
wit. E 30x + 10y > 10
wit. C 60x + 60y = 75

kw. foliowy 400x > 245

wit. B, L5x + 1,4y 2 2
wit. B, 1,7x + 1,6y 2 2
wit. B, 26+ 2y 22

wit. B, 6x +y22
wit. PP 20x =2 15

wit. K 0,25x 2 1

3. Rozwiazanie problemu:

Metod rozwiagzywania zadan programowania liniowego jest kilka. W po-
nizszym rozdziale zostana zaprezentowane tylko niektére z nich.

a) metoda graficzna:

Rozpoczynamy od metody graficznej, ktéra bez watpienia mozemy uznaé
za najlatwiejsza. Nawet jesli student nie bardzo jeszcze orientuje sie, co to
wlasciwie jest programowanie liniowe, bez problemu narysuje tego typu za-
danie. Wystarczy do tego jedynie wiedza ze szkoly $redniej, odnosnie rysowa-
nia prostych w uktadzie wspoéirzednych:
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05

AT

-1

Rys. 42. Graficzne przedstawienie warunkéw zadania

Jak widzimy, kazdemu sformutowanemu wczes$niej ograniczeniu odpowia-
da jedna prosta. Obszarem rozwiazania bedzie obszar ograniczony osiami X
i Y, oraz cze$¢ wspolna lezaca powyzej wszystkich narysowanych prostych.
Konkretnym rozwigzaniem bedzie natomiast jeden z wierzchotkéw tego ob-
szaru (wedlug twierdzenia: Rozwigzanie optymalne programowania liniowego
Jest rozwigzaniem wierzchotkowym, tzn. punkt x,, jest wierzchotkiem obsza-
ru rozwigzan.). Punkt optymalny jest najblizszym punktem brzegu obszaru
wskazanym przez gradient funkgji celu, jesli szukane jest minimum.

Z rysunku mozemy zatem tatwo odczyta¢, ze bedzie to punkt o wspotrzed-
nych:x =4,y = 0.

b) metoda Simpleks

Zadanie to mozemy réwniez rozwiaza¢ przy uzyciu algorytmu Simpleks.
Polega on na przenoszeniu sie z kolejnych rozwiazan wierzchotkowych takich,
gdzie warto$¢ funkcji jest mniejsza od poprzedniej. W ten spos6b po najwy-
zej m krokach znajdujemy wierzchotek optymalny dochodzac w ten sposéb
do rozwigzania zadania. W tym przypadku najlepszym wariantem algorytmu
Simpleks bedzie tabela, gdzie pojawi si¢ dowolnie duza liczba M (M—><o) oraz
zmienne sztuczne s. Dla potrzeb tej metody konieczne jest przeksztalcenie
wzoru funkcji oraz jej ograniczen w nastepujacy sposdb:
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f=0,7117x, + 0,35x,+ Ox, + Ox, + Ox_+ Ox, + Ox, ++0x, + Ox,+
+0x,+0x  +0x, +Ms, + Ms, + Ms, + Ms, + Ms_ + Ms, + Ms, +
+ Ms, + Ms, + Ms,  — min
ograniczenia: 0,5x1 + 0,66x2 -x,+s =1
30x,+10x, —x, +s,=10
60x, + 60x, —x,+s,=75
400x, - x, +s, = 245
Lbox + 14x, —x +s. =2
L,7x, + 1,6x, —x, +s,=2
2% +2x, - x +5,=2
bx +x,—x, +8,=2
200, —x, +s,=15
0,25x, —x,+s,=1
gdzie:
Xy X,y Xy Xy Xy Xy Xy X, X, X, — ZMienne swobodne (ostabiajace, bilansujace),
8,58, S48, 5,5 S S5 8 S,y S, — ZMienne sztuczne
Nastepnie tak przeksztalcone zadanie umieszczamy w tabeli simpleks,
ktéra odpowiednio przeksztalcamy, aby uzyskaé coraz to lepsze rozwiaza-
nie. Polega to na stopniowym wprowadzaniu do bazy zmiennych najbardziej
ujemnych (zaznaczone kolorem zéitym — trzecia kolumna I tablicy) w miejsce
wiersza, ktére zapewni nam najwiekszy spadek wartosci funkcji (zaznaczone
kolorem niebieskim — czwarty wiersz I tablicy).
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| G 07117 035 |0 | 0 |0 0|00 00|00 |M[M|MMMMMMMM,rzw
:
m m x1 X2 x3 x4 | x5 | x6 | x7 | x8 | x9 | X10 | x11|x12|sl | s2 |s3|sd|s5|s6|s7|s8]s9|sl0
m
M| sl 0 [04933 | -1| 0 [0o|o|o|o|o|o|o|o|1]-0|o|o|o[o|o[O|O| O [0833
07| x1 1 03333 | 0 | -0|0|o0|o0o|o0o|[o0o|o0o|O|O|O|]oO | o|lo|o[O[O|O|O| O |0333
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M| s5 0 0.9 ol o |of|of-1|]o|of|o0o|o0o|o0o|o|-0|0f|0|1|0]|0]|O|O]| O] 15
M| s6 0 [00333| 0| o0 |[o0|o|o|-1|l0o|0]|o0o|o0o|0o|]-0|0|0|O|[1[0|0]|O0]| 0 |1433
M| s7 0 13333 [ 0 | 0 [0o|O0| 0|0 |-1]0 |0 |O0|O|-0|0|Of[O|O|1]|O|O| 0 [1333
M| s8 0 -1 ol o |ofjofjo|lo|o|-1|]0]|0f|0|-0]|0[0|0O|O|O|1|0]|O]| O
M| s9 0 |-66667| 0 | 1 [0[O0|O0|O0O|O0O]| O |[-1]0|0|-1][0[0[0]|0]|0]|O0][1]| 0 [8333
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Jak wida¢ w pierwszej tabeli simpleks, najmniejszym ujemnym kryterium
simpleks charakteryzuje si¢ zmienna x . Ona zatem wchodzi do bazy w kolej-
nej iteracji w miejsce zmiennej s,, poniewaz

1 10 75 245 2 2 2 2 15 _1 1

MING.5 307 600 400° 1.5° 1,70 2 6 20° 0.255 - 3

Wartoéci 5 odpowiadaja dwie zmienne: s, is,. W takim przypadku wybieramy
zmienng o nizszym indeksie. Z kolei w drugiej tablicy simpleks do bazy wpro-
wadzamy zmienna x, w miejsce zmienne;j s,

Po m takich przeksztalceniach dochodzimy do rozwiazania optymalnego
réwnego rozwigzaniom uzyskanym innymi metodami.

c) przy pomocy programu Excel

Do rozwiazywania tego typu probleméw mozna réwniez wykorzystaé ar-
kusz kalkulacyjny Excel. Obliczenia sa w nim dziecinnie proste, aczkolwiek
nalezy skrupulatnie wprowadzi¢ wszystkie dane, a nastepnie zastosowac¢ na-
rzedzie zwane Solverem:

A B < D E F G H 1 J K
1 X Yy f
____ ol

£ 5 OGRELRIE,
3 |ograniczenia:
4 |wit. A 2| 1 Parametry dodatku Solver x
5 |wit.E 120 10
6 o ® Ustaw cel: sDs2| [2
7 [kw. Foliov 1600 245 CER =
8 |wit. BL 6 2 Na: ) Maks @ Min O Wartosé
9 |wit. B2 68 2
10 wit. B6 8 2 Przez zmienianie komérek zmiennych:
11 |wit. B12 24 2 | sesa:scs2 3
12 |wit. PP 80 15 - i

= 'odlegajacych ograniczeniom:
13 wit. K 1 1 el e
14 2 0 $B$4:3B315 > = $C$4:8C315 Dodaj
15 | y==0 o] o F:

- . Zmieri
16 |
17 Usuri
18 |
i Resetuj wszystka
20|
21| Zaladuj/zapisz
2 Ustaw wartosci nieujemne dia zmiennych bez ograniczen
23 g
24' Wybierz metode Hieliniowa GRG * Opcje

= rozwigzywania:
25,
26 | Metoda rozwigzywania
27 W przypadku ghadkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG,
28 Dia liniowych probleméw dodatku Salver wybierz aparat LP simpleks, natamiast w przypadiu
= probleméw, ktére nie sa gladkie, wybierz aparat ewolucyjny.
30|
32|
33

Rys. 43. Widok narzedzia solver
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Dla wyjasnienia, komdrka B4 zawiera formute =0,5*B2+0,66*C2.

Oprécz wykonywania obliczen Solver oferuje nam réwniez szczegélowa
analize uzyskanych wynikéw w postaci raportéw wynikéw, wrazliwosci i gra-
nic. Mozemy z nich odczyta¢ np., ktére z ograniczen ma najwiekszy wplyw
na wynik:

(al| B | € | D | E | F | G | H | 1 | 1
_ Wynik: Dodatek Solver znalazl rozwigzanie. Wszystkie ograniczenia i warunki optymalizacji s speinione.
Aparat dodatku Solver

Aparat: Nieliniowa GRG

Czas rozwigzania: 0,031 sek.

Liczba iteracji: 4 Podproblemy: 0

_ Opdje dodatku Solver

10 Maksymalny czas Nieograniczone, Iteracje Nieograniczone, Precision 0,000001, Uzyj skalowania automatycznego

11 Zbieznosc 0,0001, Rozmiar populacji 100, Inicjator losowy 0, Pochodne w przod, Wymagaj granic

12|  Maksymalna liczba podproblemdw Nieograniczone,

13 Maksymalna liczba rozwigzan catkowitoliczbowych Nieograniczone, Tolerancja catkowitoliczbowa 1%, Przyjmij nieujemne
14 Komérka celu (Min)

15 Komdrka Nazwa Wartoic¢ poczatkowa Wartosc koricowa
16 $DS2 f o 2,8468
17]
18_

19 | Komérki zmiennych

20 Komdarka Nazwa Wartosc poczatkowa Wartosc koricowa Catkowite

zi_ 4852 X 0 4 Ciggte

22| 582 v 0 0 Ciggte

23

2

25 Ograniczenia

26| Komodrka Narwa Wartoi¢ komarki Formuta Stan Zapas czasu
27| 5BS4 wit. A x 2 SBS4==5C54 Niewigigce .
28, $BSS wit. Ex 120 $SB35>=5C55 Niewigigce 110
29| 5BSE wit. Cx 240 SBS6>=5C56 Niewigiace 165
30, $BS7 kw. Foliowy x 1600 SBST>=5C57 Niewigigce 1355
31 5BS8 wit. B1 x 6 SBS8>=5CS8 Niewigigce 4
32, $BS9 wit. B2 x 6,8 $B39>=5C39 Niewigigce 4,8
33 5BS10 wit. B6 x 8 $B510>=5C510 Niewigigce 6
34| $B$11  wit.B12x 24 $B$11>=$C311  Niewigiace 22
35 5BS12 wit. PP x B0 5BS12>=5C512 Niewigigce 65
36| $BS13 wit. K x 1 $B513>=5C513 Wigzgce 0
a7 5BS14 _x>=0x 4 5B514>=5C514 Niewigigce 4
8 $B515 _y==0 x 0 $B515>=3C515 Wigzgce 0
39

Rys. 44. Tabela wynikowa z dodatku solver

Z raportu wynikéow widzimy, ze wplyw mialo ograniczenie 10 (na wita-
mine K) oraz zalozenie, ze y musi by¢ wigkszy lub réwny 0. Méwi nam o tym
»zerowy” luz, przy tych ograniczeniach oraz ich status — oznaczony jako ,wia-
zace”. Te samg informacje mozemy odczytac z raportu wrazliwo$ci, tam nato-
miast stopien istotno$ci danych ograniczen okreslany jest przez tzw. mnoznik
Lagrange’a:
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Komérka Nazwa Wa}rtoéé Mnoznik

konicowa Lagrange’a

$BS%4 wit. A x 2 0

$B$5 wit. E x 120 0

$B$6 wit. C x 240 0

$B$7 kw. foliowy x 1600 0

$B$8 wit. B1 x 6 0

$B$9 wit. B2 x 6,8 0

$B$10 wit. B6 x 8 0

$B$11 wit. B12 x 0,024 0

$B$12 wit. PP x 80 0

$B$13 wit. Kx 1 2,846800089

$B$14 x>=0x 4 0

$B$15 _y>=0x 0 0,349999994

4. Postac kanoniczna zadania:
Posta¢ kanoniczna, to taki przypadek programowania liniowego, gdzie
wszystkie ograniczenia sa rownosciami. Aby tego dokona¢ musimy najpierw

przedstawi¢ nasze zadanie w standardowej postaci macierzowej:

f=c"x — min,

przy warunkach:
Ax<b, x20,gdzie:
~0,5  -0,66 -1
~30  -10 ~10
~60  —60 75
~400 0 245
x 0,7117 -5 -14 -2
= v loss |0 ATl cie |0 Pl
-2 -2 -2
-6 -1 -2
-20 0 -15
-0,25 0 | -1
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Przeksztalcenia do postaci kanonicznej (tj. takiej, ze f = ¢ ¥ — min, przy
warunkach: Ax = b, x > 0),), mozemy dokonac poprzez wprowadzenie dodat-
kowych zmiennych (tzw. zmiennych ostabiajacych) w ilo$ci odpowiadajacej
ilo$ci ograniczen.

f=07117x + 0,35x, + Ox, + Ox, + Ox_ + Ox, + Ox, + Ox, + Ox, + Ox, +
Ox,, + O0x, + Ox ,=—> min

Po wprowadzeniu zmiennych sztucznych otrzymujemy ponizszy wzér
funkcji celu:

f: 0,7117961 + 0,35902 = 0x3 + Ox4 + Ox5 + Ox6 + Ox7 + Ox8 + Oac9 + Ox10
+ Ox11 + Ox12 + Msl+ M32 + Ms3 + Ms4+ Ms5 + Ms6 + Ms7 + Ms8 + M59
+ Ms10—> min

Woéwczas wektor b pozostanie bez zmian, natomiast wektory x i ¢ oraz
macierz A beda wygladaly nastepujaco:

X = [, Xy Xy Xy Xy Xy Koy Xy Xy X5 Xy 15 X ys S13 Sy Sap S5 803 Sy S S S

10" 11’

8,015
¢ =1[0,7117,0,35,0,0, 0,0, 0,0, 0, 0, 0, 0, M, M, M, M, M, M, M, M,
M, M]7,
A=
05 066 -1 0 0 0 0O O OO O O 1 O OO0OOO O OO0 O
30 10 0 -1 0 0 O O O O O OOO1 O O O O o 0o o0 o
60 60 0 0 -1 0 0 0O O OO OO O1 O O O O o0 o0 o
400 0 0 O O -1 0O O O OOO O O O 10 0 0 0 o0 o0
15 14 0 0 0 0 -1 0O O O OO OO O O 1T OO0 O0 00O
1.7 06 0 0 0 0 0 -1 0 0 0O O OO O O O 1 0 O 0O
2 2 0 0 0O 0 0O0O-1 00 OO O 0 O 0 01 0 o000
6 1 0 0o 0O 000 0-1 00 0 0 0 O 0 0 O0 1 0 o0
20 o o o0 o o o o o o0 -1o 00 0600 O 0 O0 1 O
02 o0 0 0 0 O OOOO O O -1 00 0 0 O O 0 o0 o0 1




Wybrane projekty studentow WSEI 139

5. Postac dualna zadania:

Do kazdego typu zadania mozemy sformutowa¢ odpowiadajace mu zada-
nie dualne. Funkcja celu posiada wtedy tyle zmiennych, ile bylo ograniczen
w zadaniu pierwotnym i jesli w zadaniu pierwotnym byta minimalizowana to
teraz bedziemy stawia¢ problem maksymalizacji. Funkcja celu ma wiec naste-
pujaca postad:

g=y,+10y,+ 75y, + 245y, + 2y _+ 2y _+ 2y + 2y, + 15y, + y,, —> max

natomiast ograniczen bedzie tyle, ile byto zmiennych funkcji celu w zadaniu
pierwotnym, o znaku nieréwnosci przeciwnym niz w zadaniu pierwotnym:

0,5y, + 30y, + 60y, + 400y, + 1,5y_ + 1,7y, + 2y_ + 6y, + 20y, + 0,25y, < 0,7117
0,66y, + 10y, + 60y, + 1,4y, + 1,6y, + 2y_+y,< 0,35

Po wykonaniu obliczerr w programie Excel, wyniki ksztaltuja si¢ nastepujaco:

A B c o] E F G H 1 J K {5 M N o
1 vyl y2 y3 y4 ¥ y6 y7 y8 ¥9 y10 g
e

2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 Z.MEEL__Z_.E@EE
3
| O P Parametry dodatku Solver X
5| 00000 0,3500 wektor  Z
6 zmiennycl (1]
7 o Ustaw cel: smsz) fod
8 0
g 0 Na: (@ Maks O Min () Wartaté o
0 a Przez zmienianie komérek zmiennych:
11 o

1 SCS2:5182 fud
12 0
13 | o Podlegajacych ograniczeniom:
14 0 .  sBsa:

= SAS4:SAS5 <= SBS4:SESS Doda)
15 2,3468 SESESESIS >= 0
16 Zmieh
17 |
18 Usuni
19 |
20 | Resetuj wszystko
21|
2 Zafaduj/zapisz
23 | Ustaw wartoéci nieujemne dla zmiennych bez ograniczer
24

= Wybigrz metode  Nieliniowa GRG o2 Opge
25 | rozwigzywania: .
26
27 Metoda rezwiazywania
28 W przypadku gradkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG,

1 Dia liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
29 | probleméw, ktdre nie sa gladkie, wybierz aparat ewolucyjny.
30
31|
33|
34

Rys. 45. Wyniki z programu Excel
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Jak widzimy, tylko ostatnia — dziesigta zmienna jest niezerowa. Oznacza
to, ze tylko ostatnie ograniczenie ma wplyw na nasza dualna funkcje celu. Ma
ono postac:

0,25x = 1,

co po obliczeniu daje nam & = 4. Z powyzszych obliczenn wykonanych w Ex-
celu wiemy ponadto, ze nasza druga zmienna - y, jest réwna zero, poniewaz
pozostate czynniki wektora Z sa zerowe.
Otrzymali$my zatem wynik x = 4, y = 0.

6. Interpretacja wynikow:

Niezaleznie od tego, jaka metode stosowalismy, otrzymaliSmy jeden wy-
nik. Wedlug naszych obliczen funkcja celu osiagnie minimum w punkcie
o wspélrzednych: ¥ = 4, y = 0 i przyjmuje wartos¢ 2,8468.

W praktyce oznacza to, ze student chcac uzyska¢ odpowiednig porcje wita-
min i zminimalizowac koszty tego przedsiewzigcia powinien wybra¢ specyfik
A w iloci 4 tabletek dziennie, co bedzie kosztowalo go 2,85 zf. Zdecydowanie
natomiast powinien odrzuci¢ specyfik B, ktéry w tym przypadku okazat sie
nieekonomiczny.

Jako ciekawostke mozna doda¢, ze gdyby nie zawartos¢ w multiwitaminie
witaminy K, a zatem przy braku ostatniego z naszych ograniczen, optacal-
no$¢ preparatu B znacznie wzro$nie. Wtedy wynik naszych rozwazan bylby

nastepujacy:
x = 0,75,y = 0,94697.

Mozemy zatem pokusi¢ sie o stwierdzenie, ze ograniczenie na witamine K
miato kluczowe znaczenie na wynik naszych badan.

10.2. Maksymalizacja zysku
1. Cel projektu

Celem niniejszego projektu jest opracowanie i rozwigzanie zadania maja-
cego na celu ustalenie struktury produkcji Przedsiebiorstwa Produkcyjno-

-Handlowego ,,Kabacik” na podstawie zebranych danych tak, aby miesieczny
zysk byt maksymalny.
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2. Zadanie praktyczne
2.1. Dane potrzebne do opracowania zadania.

Przedmiotem naszego projektu jest opracowanie i rozwigzanie zadania
pomocnego dla PPH ,Kabacik” w ustaleniu miesiecznej struktury produkcji,
tak aby zysk z tej produkcji byl maksymalny. Nasze przedsiebiorstwo zajmuje
sie produkcja i sprzedaza ptaszczy zimowych: damskich i meskich. Przedsie-
biorstwo jest w fazie przygotowawczej do nadchodzacego sezonu, ktéry trwa
od wrze$nia do marca. [lo$¢ surowcéw potrzebnych do wyprodukowania kaz-
dego z wyrobéw oraz cene kazdego z surowcow przedstawia ponizsza tabela:

Surowce Plaszcze damskie (x,) Plaszcze meskie (x,) Ceny surowcow
Materiat 2,8 m 2m 40 zi/m
Podszewka 2m 12m 5zl/m
Ocieplacz 1,2m 1,2m 2,5 zt/m
Sztywne plétno 1m 1,5m 2 zt/m
Detale dodatkowe 10 zt 10 z1 —
Roboczogodzina 3 roboczogodz. 4 roboczogodz. 8 zt/h
Cena 1 sztuki plaszcza 350 300 —

Zaklad przez tzw. ,,okres martwy” tj. od marca do lipca mial zawieszona
dzialalnos$¢. W sierpniu zaczely sie przygotowania do sezonu, jednak z uwagi
na dosc¢ spore ozywienie w branzy krawieckiej w tym roku, przedsiebiorstwo
ma do dyspozycji ograniczong ilo$¢ niektérych surowcéw. Sa to:

1. Material maksymalnie 1000 m

2. Ocieplacz nie wiecej niz 350 m

Firma w miesiecznym okresie rozliczeniowym zatrudnia 5-osobowa zato-
ge, ktora pracuje 26 dni w miesigcu — tj. w dni robocze oraz soboty, za ktére
pracownicy maja ekstra wynagrodzenie. Miesieczny budzet na zakup surow-
céw wynosi 50 000 z1.

2.2. Konstrukcja zadania

a) wyznaczenie funkgcji celu:
Aby ustali¢ funkcje celu musimy obliczy¢ koszty produkcji ptaszczy dam-
skich i meskich.
* ustalamy koszt produkcji 1 sztuki ptaszcza damskiego:



142 ROZDZIAL 10

28:40+2-5+1,2-25+1-2+10+3-8=161

czyli zysk osiggany na jednej sztuce plaszcza damskiego wynosi:
350 - 161 = 189 (w ztotéwkach)

* ustalamy koszt produkcji 1 sztuki plaszcza meskiego:
240+ 1L2-5+25+15-2+10+4-8=137

czyli zysk osiggany na jednej sztuce ptaszcza meskiego wynosi:
300 - 137 = 163 (w ztotéwkach)
Przyjmijmy, Ze:
x, — to planowana ilo$¢ wyprodukowania ptaszczy damskich,
x, —to planowana ilo$¢ wyprodukowania ptaszczy meskich,
zatem maksymalny zysk calkowity bedzie opisany nastepujaca funkcja
celu:

F(x,x,) = 189%, + 163x,—> max

b) warunki ograniczajace:
* budzet
Miesieczny budzet firmy na surowce wynosi 50 000 z1. Biorac pod uwage
koszt produkgji 1 sztuki kazdego z wyrobdw ustalamy nasz pierwszy warunek
ograniczajacy:

161 x,+ 137 x,< 50000

Zatozenie to méwi, iz przy wielkosci produkcji ptaszczy damskich réwnej x,
i ptaszczy meskich réwnej x,, wydatek na surowce, z ktérych produkowane sa
wyroby nie moze by¢ wiekszy od 50 000z1.

* czas pracy
Firma w miesiecznym okresie rozliczeniowym zatrudnia 5 pracownikdéw, kto-
rzy pracuja Srednio 26 dni w miesigcu. Majac te dane obliczamy ponizej czas
pracy catlej zalogi w roboczogodzinach przez okres jednego miesiaca:
5 0s6b * 26 dni/miesiac * 8 h/dzien = 1040 roboczogodzin
Z powyzszych danych tworzymy ograniczenie:

Bxl + 4x2 <1040
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Oznacza ono, iz przy wielkosci produkeji ptaszczy damskich réwnej x, i ptasz-
czy meskich réwnej x, czas pracy przy wykonaniu tych wyrobéw nie moze
przekroczy¢ 1040 roboczogodzin.
* magazynowane surowce

W magazynie mamy do dyspozycji zgromadzona nastepujaca ilos¢ surowcéw:

1. Material maksymalnie 1000 m

2. Ocieplacz nie wiecej niz 350 m

I stad wynikaja kolejne ograniczenia, ktére zapisujemy nastepujaco:

1,2x + 1,2x, < 1000,
x, + 1,5962 < 350

Oznaczaja one, ze przy x -tej produkcji ptaszczy damskich i x,-tej pro-
dukcji ptaszczy meskich ilos¢ wykorzystanych surowcéw w postaci materiatu
i ocieplacza nie moze przekroczy¢ odpowiednio 1000 metréw i 350 metréw.

Reasumujac, ograniczenia przedstawiaja sie nastepujaco:

Lp. Nazwa ograniczenia Ograniczenie

1. Budzet 161x, + 137x, < 50000 zt
2 Czas pracy 3x, + 4x, < 1040

3. Materiat 1,2x, + 1,2x, < 1000,
4. Ocieplacz x, + 1,5x2 < 350

Teraz mamy juz wszystkie najwazniejsze dane potrzebne do rozwigzania
zadania.

3. Rozwiazanie zadania w postaci standardowej za pomoca narze-
dzia ,,solver”

Chcac, aby solver poprawnie rozwiazal nasze zadanie musimy wprowadzi¢
do arkusza kalkulacyjnego odpowiednie dane w odpowiedniej formie. Dany-
mi do wpisania sa:

1. Funkcja celu: F(x,, x,) = 189x, + 163x, — max

2. Ograniczenia: ~ 161x, + 137x, < 50000

3x, + 4x, < 1040

1,2¢, + 1,2x, < 1000

x, + 1,5x, < 350

x,, %, > 0 (warunek nieujemnosci)

Zauwazy¢ nalezy, iz wszystkie nasze ograniczenia maja forme nieréwno-
§ci. Jezeli ograniczenia mozna zapisa¢ jako AX < b i # > 0 oraz zadanie nasze
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polega na znalezieniu maksimum (lub minimum - zaleznie od umowy) funk-
. >T - . . .

cji celu f= ¢ - X > max to mamy do czynienia z tzw. postacia standardo-

wa zagadnienia programowania liniowego. Nasze zadanie jest przedstawione

wlasnie w postaci standardowej, gdzie:

350

161 137
. B 3 4 [ =,
macierz A= 12 12 |’ wektor x = [ x, ]
1 1,5
50000
1040 189
wektor b= 1000 |’ wektor x = [ 163 }

Przy wprowadzaniu danych do Excela nazwiemy pewne obszary arkusza
kalkulacyjnego, zgodnie z oznaczeniami w podanych powyzej wzorach.

Maksymalny zysk
|Funkcja celu () 0

Ptaszcze damskie (x1 ) |Plaszcze meskie (x2_ )
ilo$¢ sztuk [x] 0 0
zysk [c] 189 163
c*x 0 0
161 137
. ] 3 4
Macierz A: 12 12
1 1.5

Ograniczenia:

Ax <= b

1. Budzet 0 <= 50000
2. Czas pracy 0 <= 1040
3. Materiat 0 <= 1000
4. Ocieplacz 0 <= 350

Rys. 46. Fragment arkusza kalkulacyjnego z wprowadzonymi danymi, gotowy do uru-
chomienia narzedzia Solver
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Powyzszy arkusz przedstawia wprowadzone dane przed uruchomieniem
narzedzia solver. Poszczegélne fragmenty arkusza zostaly nazwane zgodnie
z przedstawiona nizej terminologia. I tak:

— komorke C3(zawierajaca X ¢ x, — czyli funkcje celu) nazwano f,

— komorke C6 nazwano x1_(co oznacza niewiadoma x ),

— komérke D6 nazwano x2_(co oznacza niewiadoma x, ),

— komorki C6:D6 nazwano x,

— komérki C7:D7 nazwano c,

— komorki C8:D8 nazwano cx,

— komérki B18:B21 nazwano Ax,

— komérki D18:D21 nazwano b

— komérki C10:D13 (zawierajace macierz A) nazwano A,

W odpowiednie komérki wpisano wlasciwe wartosci, przy czym jako war-
tosci poczatkowe zmiennych decyzyjnych przyjeto zera. Po takim przygoto-
waniu arkusza kalkulacyjnego mozna przystapi¢ do uruchomienia Solvera.
Jest to opcja programu Excel wbudowana w menu Narzedzia. Uruchamiajac
solvera przywolujemy okno dialogowe umozliwiajace zdefiniowanie obliczen.
Oczywiscie przed uruchomieniem solvera ustawiamy sie¢ na komoérce zawie-
rajacej funkcje celu, czyli C3.

Przy powyzszym zorganizowaniu arkusza fatwo jest wypelni¢ wartosci pél
dialogowych w oknie solvera. Robimy to nastepujaco:

— w komodrke celu wpisujemy po prostu f,

— w komdrki zmieniane wpisujemy x,

— w warunki ograniczajace wpisujemy .

Nastepnie zaznaczamy wlasciwe ustawienia przelacznikéw (np. przelacz-
nik Réwna: na max) i po naci$nieciu Rozwigz otrzymujemy okno z informa-
cja, iz Solver znalazt wyniki. W dalszej kolejnosci nalezy zaznaczy¢ funkcje
»przechowaj rozwigzanie” oraz wybrac raport wynikéw. Po wykonaniu tych
czynnosci otrzymujemy rozwigzanie, ktére przedstawia rysunek 47 oraz Ra-
port wynikéw przedstawiony przez rysunek 48.
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Maksymalny zysk

|Funkcja celu ()

58827.7512

Plaszcze damskie (x1 ) |Plaszcze meskie (x2 )
ilos¢ sztuk [x] 258.8516746 60.76555024
zysk [c] 189 163
c* x 48922.96651 9904.784689
161 137
. i 3 4
Macierz A: 12 12
1 1.5
Ograniczenia:

AXx <= b
1. Budzet 50000 <= 50000
2. Czas pracy 1019.617225 <= 1040
3. Material 383.5406699 <= 400
4. Ocieplacz 350 <= 350

Rys. 47. Fragment arkusza kalkulacyjnego po rozwiazaniu zadania przez Solver

Microsoft Excel 9.0 Raport wynikow

Arkusz: [Arkusz w C: Moje dokumenty Studia Informatyka lll-ci
semestr Badania Operacyjne Projekt z badan operacyjnych-
Raport utworzony: 03-02-11 18:56:32

Komorka celu (max)

Komoérka

Nazwa Warto$é pocz. Wart. konncowa

$C$5 f 0

58827.7512

Komorki decyzyjne

Komérka Nazwa Warto$é pocz. Wart. koncowa
$C%10 x1_ 0 258.8516746
$D$10 X2 _ 0 60.76555024

Warunki ograniczjgce

Komoérka Nazwa Wart. komoérki formuta Status Luz
$B$26 Budzet 50000 $B$26<=3D%$26 Wigzace 0
$B$27 Czas_pracy 1019.617225 $B$27<=%$D%$27 Nie wigzace 20.38

$B$28 Materiat

383.5406699 $B$28<=$D$28 Nie wigzgce 616.5

$B%$29 Ocieplacz

350 $B%$29<=$D%$29 Wigzgce

0

Rys. 48. Raport wynikéw

Interpretujac powyzsze wyniki mozemy stwierdzi¢, iz przedsiebiorstwo,
dla osiggniecia maksymalnego zysku, ktéry przy podanych ograniczeniach
wynosi okolo 58 827 zt powinno wyprodukowac 258,88 sztuk ptaszczy dam-
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skich oraz 60,76 sztuk ptaszczy meskich. Otrzymany wynik nalezy oczywi-
$cie przyblizy¢ do liczb catkowitych tak, aby spelnione byly ograniczenia
i wartos¢ funkcji byta maksymalna. Okazuje sie, ze takie liczby to 260 i 59.
Zatem jesli zaklad bedzie produkowal 260 sztuk ptaszczy damskich i 59
sztuk plaszczy meskich to osiaggnie maksymalny zysk w wysokosci 58 757
zl. Gléwnymi ograniczeniami, ktére wyznaczaja te ilosci sa: budzet i ocie-
placz — sa one wiazace (sa zasobami ostatecznie wykorzystanymi). Nato-
miast ograniczenia: material i czas pracy nie sg wiazace (zasoby te nie sa do
konca wykorzystane), czyli na dobra sprawe nie stanowia na razie zadnego
ograniczenia. Jednak po wykorzystaniu tzw. luzu, ktéry zostal obliczony
dla kazdego z ograniczen, ograniczenia nie wiazace stana sie ograniczenia-
mi wigzacymi. Jesli wezmiemy pod uwage np. czas pracy, to okazuje sie,
ze przedsiebiorstwo po wyprodukowaniu obliczonych ilosci wyrobéw ma
jeszcze do wykorzystania 20 roboczogodzin. Aby zagospodarowac ten czas
firma powinna zwiekszy¢ budzet lub dokupic¢ ocieplacz, poniewaz te zasoby
sie skoniczyly (brak luzu).

4. Przedstawienie rozwiazania zadania metoda graficzna
W poprzednim rozdziale przedstawiliSmy rozwiazanie naszego zadania
w programie Excel (co byto celem naszego projektu). Teraz chcieliSmy rozwia-

zac nasze zadanie takze metoda graficzng. W tym celu przypomnijmy model
matematyczny sformutowanego zadania:

F(x,x,) =189 x = 163x, — max

161x, + 137x,< 50000 (1)
3x, + 4x, < 1040 (2)
1,2x, + 1,2x, < 1000 (3)
x, + 1,5x, < 350 (4)

x,%,>0 (5)
Do przedstawienia rozwiazania zadania w formie graficznej potrzebne
bedzie takze obliczenie gradientu funkcji celu, czyli kierunku najszybszego

wzrostu funkcji okreslonego wzorem grad f = [ ;! ]
1 89]
163 )

)

Otrzymujemy zatem: grad f =[

Teraz, kiedy mamy juz wszystkie dane nalezy naszkicowaé¢ w ukladzie
wspoélrzednych wszystkie ograniczenia i w ten sposéb okresli¢ obszar rozwig-
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zan dopuszczalnych oraz za pomoca gradientu funkgcji f odnalez¢ w nim roz-
wigzanie zadania, czyli punkt optymalny.

ks

Q

>
»

e}
W

punkt optymalny

°8@/“o/m.‘f’~.>.

20 3N 31N\35 B %
0 01\6% ) )

1 @)

Rys. 49. Proste ograniczen wraz z punktem optymalnym

Z powyzszego wykresu odczytujemy wspdlrzedne punktu optymalnego
poprzez rozwigzanie ukladu réwnan tworzonego przez ograniczenia (1) i (4),
czyli przez budzet i ocieplacz.

Po wykonaniu tych czynnosci otrzymujemy takie samo rozwiazanie, jakie
wyliczylo nam narzedzie solver. Jednak, aby uzyskac rozwiazanie metoda gra-
ficzna musieliSmy sie duzo wiecej napracowac. Nalezy réwniez podkreslic, ze
rozwiazanie takiego przyktadu jest bez pomocy komputera dos¢ niedokladne.

10.3. Programowanie sieciowe
1. Cel projektu.
1.1 Sformutowanie problemu.
Celem tego projektu jest znalezienie najkroétszego i najdluzszego czasu
przejazdu z Limanowej do Krakowa. Ponizszy graf przedstawia ogdlny zarys

drég dojazdowych z zaznaczonymi czasami przejazdu pomiedzy poszczegdl-
nymi miejscowosciami.
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Podréz zaczynamy w wezle 1 (Limanowa) a koriczymy w wezle 9 (Krakéw).
Czas dojazdu z wezla I do wezla 9 jest rézny w zaleznosci od wyboru miejsco-
wosci, przez ktorg zamierzamy przejechac.

45min L
Mszana Dolna > Myslenice
Omin
Dobczyce A5min
/ ; 40min
Zegocina Wieliczka
. 30min
40min —
Gdow Krakow

30mi O 20min
J 0d1ovyv
@ 30min

Rys. 50. Graf przedstawiajacy gtéwne drogi dojazdowe z Limanowej do Krakowa

Czasy widniejace w tabeli 1 sg rzeczywistymi czasami przejazdu pomiedzy
miejscowos$ciami.

Symbole drogi Drogi dojazdowe do Krakowa przce?:zs du
A 1-2 35 min
B 1-3 25 min
C 1-4 30 min
D 2-5 60 min
E 2-7 45 min
F 3-6 40 min
G 4-6 30 min
H 5-8 40 min
I 6-8 20 min
] 7-9 45 min
K 8-9 30 min
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1.2. Metoda Forda.

Istniejacym algorytmem umozliwiajagcym znalezienie najkrétszego badz
najdiuzszego czasu przejazdu pomiedzy miejscowosciami jest algorytm For-
da, ktdry polega na cechowaniu weziéw.

Kazdy wezet sklada sie z pary liczb a i b, gdzie:

— a — oznacza czas przejazdu;

— b — oznacza numer poprzedniego wezla, z ktérego wychodzi tuk.

Wezlowi poczatkowemu przypisuje sie ceche (0,0).

Do kazdej nastepnej cechy w danym wezle dodaje si¢ czas przejazdu oraz
numer poprzedniego wezla. Stosujac te metode dochodzimy do wezta ostat-
niego, w tym przypadku do wezla 9, czyli Krakowa.

a) obliczenie najkrétszego czasu przejazdu
Dzieki tej metodzie mozemy obliczy¢ najkrétszy czas przejazdu z Lima-
nowej do Krakowa. Po dokonaniu obliczen najkrétszy czas przejazdu biegnie
z Limanowej przez Jodlownik, Gdow i Wieliczke.
Metoda Forda zilustrowana jest na ponizszym grafie (pogrubione strzatki
przedstawiaja najkrétszy czas przejazdu).

(351 45min (330 2
2
Omin )
95 2) 45min
}\:%‘(80 6 (IN®
40min
60 4

3 Omin

30min

3 Omm

Rys. 51. Graf przedstawiajacy najkrétszy czas przejazdu z Limanowej do Krakowa
(metoda Forda)
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b) obliczenie najdluzszego czasu przejazdu
Stosujac metode Forda mozemy réwniez obliczy¢ najdiuzszy czas prze-
jazdu z Limanowej do Krakowa. W tym przypadku biegnie ona z Limanowej
przez Mszaneg Dolng, Dobczyce i Wieliczke.
Droge te przedstawia ponizszy graf (pogrubione strzalki przedstawiaja
najdluzszy czas przejazdu).

(35,1

(80, 2)

»

45min

Omi .
i 45min

(95,2)

@ 40min (183, 8)
40min @
30mi
30min (65, 3)/v min
) 20min

(30, 1)

30min

Rys. 52. Graf przedstawiajacy najdiuzszy czas przejazdu z Limanowej do Krakowa
(metoda Forda)

1.3. Interpretacja

Dzieki temu zadaniu mozemy réwniez oblicza¢ inne czasy przejazdu. Ist-
nieja rézne kryteria, np.: jadac do Krakowa musimy przejecha¢ przez dana
miejscowos¢. Musimy woéwczas obliczy¢ ile zajmie nam to czasu.

Do danego grafu (rys. 41.) mozemy dorysowac inne, mniej wazne drogi.
Stworzona dzigki temu sie¢ pozwoli np.: firmie transportowej okresli¢ naj-
bardziej optymalna droge, dzieki ktérej zaoszczedzi ona czas i pieniadze oraz
szybciej dostarczy towar do odbiorcéw.
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2. Model matematyczny
2.1 Wyznaczenie macierzy potaczen
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

1 — droga wychodzi z wezla

-1 — droga wchodzi do wezta

a) zapis w postaci macierzowej

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0
A= 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 -1 0 1 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1
Niech: d,y — wektor odleglosci miedzy wezlami (miejscowo$ciami)

w minutach

X, — zmienne decyzyjne

v - {1, gdy péjdziemy trasq z i do j
" R0, gdy nie péjdziemy trasg z i do j
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b) zapis w postaci tabelarycznej

Wezly | w, | %5 | X, | % | Xy | Xy | Ko | Keg | Keg | Koo | Xgo
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
3 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 0 0 |-1|0 0 0 1 0 0 0 0
5 0 0 0 |-1|0 0 0 1 0 0 0
6 0 0 0 0 O |-1|-1] 0 1 0 0
7 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 0
8 0 0 0 0 0 0 0 -1 | -1 0 1
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | -1|-1

. 35 | 25 | 30 | 60 | 45 | 40 | 30 | 40 | 20 | 45 | 30

Wzér funkcji — matematyczny zapis odleglosci mierzonej czasem przejazdu.

f=35x, +25x .+ 30x , + 60x,, +45x, +40x, + 30x, + 40x_ + 20x, + 45x

+ 30x,,
Ograniczenia do zadania:
Wezet 1 X, +x,+x,=1
Wezel 2 X, + %, +x,=0
Wezet 3 X, + %X, =0
Wezel 4 ~x,+%,=0
Wezel 5 X, +x,=0
Wezel 6 Xy X+ X =0
Wezel 7 X, +%x,=0
Wezet 8 Xy K + Xgg =0

Wezet 9 Xy —Xgy = —1
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3. Rozwiazanie zadania
3.1 Rozwiazanie zadania za pomoca Solvera w programie Microsoft Excel

a) obliczenie najkrétszego czasu przejazdu

Bl12 7% £ =35*B1+25*B2+30*B3+60*B4+45*B5+40*B6+30*B7+40“B8+20*B9+45*B10+30°B11
A Bl c|o| ® |wlelw| | o |k | e | | N | e | e | @& | n
1 |x12 0 Ax
2 |x13 0 wezetl 1 1 Parametry dodatku Solver
3 |x14 1 wezef2 0 0
4 |x35 0 wezet3 0 0 Ustaw cel: ses12]
5 [x27 0 wezetd 0 0
6 |x36 0 wezets 0 0 Na: O Maks @ Min O Wartosé: 0
7 |x46 1 wezets 0 0
8 |xs8 0 wezet? P 0 Przez zmienianie komérek zmiennych:
9 [x68 1 wezels 0 0 $BS1:58511
10 x79 0 wezety -1 -1
s 3 Padlegajacych ograniczeniom:
] (| $B$1:5B811 = binarna
i SFS2:SFS10 = SHSZ:SHS10 Dodaj
13
14’ | Zmien
15 | | Usur
16 |
4 Reset ke
= esetuj wszystko
18 |
19, Zataduj/zapisz
24 Ustaw wartoédi nieujemne dla zmiennych bez ograniczen
21
= Wybierz metade | Nieliniowa GRG V| Opgje
— rozwigzywania: o L it
=
24, Metoda rozwigzywania
25 W przypadku gladkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG.
26 Dla liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
27’ problemow, ktére nie s3 gtadkie, wybierz aparat ewolucyjny.
28|
i
31|

Rys. 53. Zrzut ekranu po uzupelnieniu danych w programie solver
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b) obliczenie najdluzszego czasu przejazdu
Bl12 - = =35*B1+25*B2+30*B3+60*B4+45*B5+40*B6+30*B7+40*B8+20*B9+45*B10+30*B11
A BBl c|o|] & |elslnl ¢ | & | % | a | » | n | e | ¢ | @ | =&
1 |x12 14 Ax
2 a3 7 e 7 1 | Perametry dodatku Selver
3 |x14 0 wezel2 1] 0
4 |x25 1 wezefd o [} \stau ok sest2l [+
5 |x27 0 wezelq 1] [1]
6 |x36 0 wezels [} [} Na: @ Maks O Min O wartosé:
7 |xa6 0 wezelt o [}
8 |x58 1 wezef? o o Przez zmienianie komérek zmiennych:
9 X68 0 wezets o o SB§1:58511 |3
10 |x79 0 wezety -1 -1
o - = Padlegajacych ograniczeniom:
i $B31:5B511 = binarna i
nif SFS2:SF510 = SHS2:SHS10 Dedaj
A5 z
14 Zmien
Ll Usurt
16
1?' Resetuj wszystko
18 =
19, Zataduj/zapisz
i‘;— Ustaw wartoid nieujemne dla zmiennych bez ograniczen
22’ ‘Wybigrz metode Nieliniowa GRG QOpde
1 rozwiazywania:
=
24 | Metoda rozwiazywania
25. ‘W przypadku gladkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG.
26 Dla liniowych prableméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
= probleméw, ktdre nie sa gladkie, wybierz aparat ewolugjiny.
28 |
30|
31|

Rys. 54. Wyznaczanie najdluzszego czasu przejazdu z uzyciem dodatku solver

3.2 Rozwiazanie zadania za pomoca programu Ip_solve

a) opis uzycia programu lp_solve do wykonania projektu zadania z ba-
dan operacyjnych

Opis programu

Program lp_solve zostal $ciagniety ze strony: http://sal.kachinatech.
com./B/3. Ten program jest wolny od jakichkolwiek optat, wolno go rozpo-
wszechniac i/lub zmienia¢ zgodnie z postanowieniami GNU General Public Li-
cense opublikowanymi przez Free Software Foundation, tak w wersji 2 Licencji,
jak (do wyboru) w jakiejkolwiek pdzniejszej. Zobowiazuje ona do zachowania
tych uwag w kazdej ze sporzadzonych kopii i/lub jakimkolwiek materiale po-
chodnym, przy ktérego powstawaniu ten material zostatby, cho¢by w czesci,
uzyty. Ten program jest rozpowszechniany z wiarg, ze okaze sie uzyteczny, ale
bez jakiejkolwiek gwarancji, bez nawet domyslnej gwarancji gotowosci do dys-
trybucji lub przydatnosci do okreslonych potrzeb. Wiecej szczegétow zawiera
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GNU General Public License. Aby otrzyma¢ kopie GNU General Public Li-
cense nalezy napisa¢ pod adres: Free Software Foundation, Inc., 675 Mass Ave,
Cambridge, MA 02139, USA lub odwiedzi¢ witryne FSF w Internecie.

Platforma, wersja i instalacja programu

Platformy, na ktérych dziata program Ip_solve to: UNIX, VMS, DOS, MS
Windows. Dostepne sa takze kody zrédlowe programu, dzieki czemu moz-
liwe jest jego skompilowanie i uruchomienie na dowolnej platformie wypo-
sazonej w kompilator jezyka ANSI C. Dla potrzeb niniejszego opracowania
zostala uzyta wersja 3.0 programu, przeznaczona dla platformy MS Windows.
Programu nie trzeba instalowa¢, jest on spakowany zipem, trzeba tylko rozpa-
kowac pliki do jakiego$ katalogu.

Korzystanie z programu i opis sposobu rozwiazania zadania

Dziatanie programu lp_solve polega na wczytaniu danych wejsciowych
(w postaci tekstowej), nastepnie ich przetworzeniu i zwrdceniu wynikéw
(réwniez jako tekst). Dane najlatwiej jest poda¢ do programu w formie pliku
tekstowego, wyniki réwniez najwygodniej zapisa¢ do pliku.

Do przygotowania pliku z danymi oraz podgladu pliku wynikowego moze-
my uzy¢ dowolnego najprostszego edytora tekstowego — np. skorzystac z edy-
tora wbudowanego w program Windows Commander.

Zeby rozwiaza¢ zadanie nalezy utworzy¢ nowy plik do edycji (w Windows
Commanderze za pomoca kombinacji klawiszy Shift+F4), a nastepnie wpisac
dane, ktore sa podane w zadaniu. Przyktad takiego pliku:

f@ Lister - [C:41p23 Projekt] b =10l x|
Pl Edytu) Opcje Pomoc 100%
min: 25x12 + 25x13 » 30x14 « 60x25 + 45x27 + LOx36 + F0xh6 + HOxG8 + 20x68 «
45x79 + 30xB9;

®12 + %13 + ®14 = 1;

“¥12 ¢ ®25 + 327 - 05

=®13 + 336 = 0;

-l o+ xhe = B;

-x25 + x58 = B;

-#36 - w6 + %68 = B;

-®27 + %79 = B;

-#58 - w68 + %89 = @;

-®%79 - %89 = -1;

Rys. 55. Przygotowany plik tekstowy
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Tak przygotowany plik trzeba zapisa¢, a nastepnie pozwoli¢ rozwiazaé lp_
solve. Zeby to zrobi¢, nalezy otworzy¢ okienko DOSa, wej$¢ do katalogu gdzie
mamy program lp_solve (np. wpisa¢ cd 1p23) i wpisa¢ komende

Ip_solve < nazwa_pliku_danych > nazwa_pliku_wynikéw

(np.: Ip_solve < projekt > wynik_projektu).

Microsoft Win [Werzja 5.80.21951
(C> Copyright 888 Microsoft Corp.

@

\113233 1p vel-d { projekt > wynik_projektu
stan o

a solution was found

1‘1

R Pl e L

lution found
: old: 1e+24, new: 118 =

mm)
=y
e
it
e
-7
=
ot
)
s )
=)
=
e
]

CR L~ E T ]

1

ew he

; 3 5.60.21951
(G anyl-lglut 1985-2008 I‘Elt l-u.,nft Corp.

3> lp_solve v { projekt > wynik_projektu
1 OPFT INT value 118
est solution: old: le+24. new: 110 »ex
Branch & Bound depth: 1
Nodes processed: 1

Rys. 57. Uruchomienie programu lp_solve z uzyciem atrybutu -v
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Nastepnie w Windows Commanderze podgladamy nasz wynik wciskajac
klawisz F3 na pliku z wynikiem (wynik_projektu). Plik wynikowy stworzony
dla powyzszych przyktadowych danych wejsciowych jest dotaczony do opisu
jako zatacznik.

Podsumowanie
Za pomoca programu lp_solve zostal wykonany projekt zadania
z badan operacyjnych o nazwie projekt i rozwiazanie w pliku pod nazwa
wynik_projektu.
b) dane wejsciowe

min: 35x12 + 25x13 + 30x14 + 60x25 + 45x27 + 40x36 + 30x46 + 40x58 + 20x68 +
45x79 + 30x89

X, +X,+x,= 1

X, t Xyt X, = 0

—X Xy = 0
X, t X, = 0
Xy F X = 0

Ky Ko+ X =0
X, +%,,=0
Xy Ky T Xy =0

Xy TXgg = -1

c) rozwiazanie (dane wyj$ciowe)
**********Data read**********

Rows: 9 Ilo$¢ wierszy w macierzy incydencji
Columns: 11 Ilos¢ kolumn w macierzy incydencji
Nonnuls: 33 Ilos¢ pozycji bez zera

NAME LPPROB
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ROWS Numery wierszy w macierzy
incydencji
NroO
r 1
r 2
r3
r 4
rb5
r 6
r 7
r 8
r9

Mo mmMmmm

COLUMNS Oznaczenia kolumn w macierzy incydencji oraz ich wartosci
x12 r2 -1

x12 r1l 1
x12 r0 35
x13 r3 -1
x13 r 1 1
x13 r0 25
x14 r 4 -1
x4 r.1 1
x4 rO0 30
x25 rb5 -1
x25 r2 1
x25 r 0 60
x27 r 7 -1
x27 r2 1
x27 r0 45
x36 r6 -1
x36 r 3 1
x36 r0 40
x46 r 6 -1
x46 r 4 1
x46 r 0 30
x58 r8 -1
x58 r5 1
x58 r 0 40
x68 r8 -1
x68 r6 1
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x68 r 0
Xx79 r9
x79 r 7
Xx79 r 0
x89 r9
x89 r 8
x89 r0
RHS
RHS r 0
RHS r 1
RHS r2
RHS r 3
RHS r 4
RHS r5
RHS r 6
RHS r7
RHS r 8
RHS r 9
RANGES

20

45
-1

30

SO OO O OO o+ O

|
—_

Droga zewnetrzna wchodzi do grafu

Dla weztow posrednich zero

Droga zewnetrzna wychodzi z grafu

Zakres

f=35x, +25x , + 30x,, + 60x,_ + 45x,, + 40x, + 30x, + 40x_ + 20x, +

BOUNDS

4:5.9679 + 309c89
Ograniczenia
X, +X,+x,= 1

X, t Xy + X, = 0

—X Xy = 0
X, t X, = 0
Ko F X = 0

Ky Ko+ X =0

Xy Xy = 0
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Mini-

mize 25 30 60 45 40 30 40 20
rl 1 1 1 0 0 0 0 0 0
r2 -1 0 0 1 1 0 0 0 0
r3 0 -1 0 0 0 1 0 0 0
r 4 0 0 -1 0 0 0 1 0 0
r5 0 0 0 -1 0 0 0 1 0
r6 O 0 0 0 0O -1 -1 0 1
r 7 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
r8 0 0 0 0 0 0 0o -1 -1
r9 o0 0 0 0 0 0 0 0 0
Type Real Real Real Real Real Real Real Real Real Real Real
Upbo Inf. Inf. Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
L‘;:)”’ o 0 0 0 0 0 0 0 0

Value of objective function: 110

x12
x13
x14
x25
x27
x36
x46
x58
x68
x79
x89

Macierz incydencji w postaci tabelarycznej
problem name: Ip

x12 x13 x14 x25 x27 x36 x46 x58 x68 x79 x89

0

RO RO OO oo

45

S =, O O O O O O

-1

Inf.

0

30

_ O O O O © O O

Inf.

0

Wartos¢ minimalna funkcji
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Actual values of the constraints: Aktualne wartosci ograniczen
r 1 1

r2 0

r 3 0

r 4 0

r5 0

r6 0

r 7 0

r8 0

r9 -1

Dual values: Wartosci dualne
rl 110

r 2 75

r_3 85

r 4 80

r5 15

r_6 50

r7 30

r_8 30

r9 00

10.4. Analiza drogi krytycznej — metoda PERT
1. Cel projektu

Celem projektu jest praktyczne zobrazowanie metody analizy drogi kry-
tycznej — metody PERT".

Realizowane przez nas przedsiewziecie to organizacja lekkoatletycznych
zawoddw rangi mistrzowskiej z miedzynarodowa obsada. Zadanie, ktore stoi
przed nami to znalezienie harmonogramu, co pozwolitloby bez przeszkéod
przygotowac cala impreze oraz ustalenie czasu, ktéry jest nam potrzebny do
przygotowania i zrealizowania calego przedsiewziecia.

2. Sformutowanie modelu, zebranie danych

Jak juz wiadomo przedsiewzigciem przez nas realizowanym jest organiza-
cja lekkoatletycznych zawodéw rangi mistrzowskiej z miedzynarodowa ob-

) Program Evaluation and Review Technique
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sadg. Ponizsza tabela zawiera liste czynnos$ci niezbednych do przygotowania
i zrealizowania zawod6w oraz zestawienia odpowiadajacych im czaséw. Przy
czym przez ¢, — nalezy rozumie¢ czas optymistyczny, ¢, — pesymistyczny, £, —
oczekiwany, natomiast 7 — to przecietny czas oczekiwany obliczany wg wzoru

T t,+4t, + 1,
6
Za podstawowa jednostke czasu przyjeto 1 tydzien.
Symbol
Czynno- Nazwa czynnos$ci T, t, t, T
$ci

A Wybér komitetu organizacyjnego 05 | 15 1 1

B Przygotowanie obiektu 10 | 16 | 12 | 12,5

C Kampania reklamowa 4 8 6 7

D Rozprowadzenie biletow 4 8 6 7

E OpracoYvanle i prezentacja oficjalne- 9 4 3 |35
go logo imprezy

E Porgzun*geme w sprawie zakwatero- 9 6 4 5
wania ekip

G Qpracowanle Planu zakx‘/vat'erovx-fanla 9 4 3 |35
i przygotowanie na przyjecie ekip

H Przygotf)vxfanle do obstugi wyjazdu 9 4 3 |35
uczestnikow

I Przygotowame ceremonii zakoncze- 1 3 2 | 25
nia imprezy

J Przyjazd kibicéw 1 3 2 |25

K Pr‘zyjaz.d i powitanie ekip oraz 151351025 3
dziennikarzy

L Przyjazd i powitanie gosci oficjalnych | 0,5 | 1,5 1 [1,25

M Obsluga rozpoczecia zawodow 0,15 | 0,15 | 0,15 | 0,15

N Obslug,a obiektéw w czasie trwania 9 9 9 9
zawodow

@] Obstuga zakonczenia imprezy 0,15 | 0,15 | 0,15 | 0,15
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Po sporzadzeniu listy czynnosci nalezy przystapi¢ do ustalenia zwiaz-
kéw miedzy nimi. Chodzi o ustalenie, jak kolejne dziatania winny po sobie
nastepowac.

Calos¢ zostata ujeta w tabeli 3. Przy czym kolumna przedostatnia zawiera
czynnosci, ktore sa bezwzglednymi, bezposrednimi poprzednikami tych z ko-
lumny ostatniej (czynno$¢ 0 oznacza czynnos¢ inicjujaca).

POPIZ. | pOPrz. | pOprz. | pOprz. | poprz. | pOprz. | poprz. | poprz. | poprz. | poprz.
- - - - - - - - 0 A
- - - - - - - 0 A B
- - - - - - 0 A B C
- - - - - - 0 A B D
- - - - - - 0 A B E
- - - - - - 0 A B F
- - - - - 0 A B F G
- - - - - 0 A B F H
- - - - - 0 A B F I
- - - - - 0 A B ECD |]
- - - - 0 A B F G K
- - - - 0 A B F G L
- - - 0 0OA |AB |BF |ECDG|JKL |M
- - 0 0A |AB |BF |ECDG|JKL |M N
- 0 0A  |0AB |ABF BDZC' BJKL |FM |HIN |O

Pierwotna lista weztow:
(0] A), (A|B),(B| C), (B| D), (B|E), (B| F), (F| G), (F| H), (F| 1), (ECD | I),
(G| K), (G| L), UKL | M), (M | N)

Po uwaznym spojrzeniu na lista okazuje sie, ze nalezy dokona¢ redukcji we-
zY6w zgodnie ze wskazaniami dotyczacymi metody PERT. Ostatecznie lista
wyglada nastepujaco:

1.(0] A) 2.(A|B)
6. (G| KL) 7. JKL | M)

3.(B| CDEF) 4.(F|GHI)  5.(ECD|))
8.(M|N)  9.(HIN|O).
3. Konstrukcja sieci czynnosci:

Dysponujac teraz pelng, ostateczng lista weztéw mozemy przystapi¢ do
naszkicowania sieci:
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A\ 4

Rys. 58. Sie¢ zalezno$ci przy organizacji zawodéw lekkoatletycznych

Jak wida¢ na powyzszym grafie wezly 31 5, 6 i 7 oraz 4 i 9 sa polaczone
wiecej niz jednym tukiem. Oznacza to, ze czynnosci E, C i D stanowia jedna
czynno$¢ ECD, czynnosci K'i L jedna czynno$¢, KL oraz czynnosci Hi [ jedna
czynno$¢ HI. Jako czas czynnosci po polaczeniu przyjmujemy czas tej, ktéra
w zalozeniu pierwotnym miala trwa¢ dluzej.

Ostateczna sie¢ czynnosci wyglada nastepujaco:

s

0=0,15

Rys. 59. Ostateczna sie¢ czynnosci
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4. Poszukiwanie drogi krytycznej

Poniewaz minimalny czas niezbedny do realizacji przedsiewziecia nie
moze by¢ krétszy niz najdiuzsza z drég taczacych wezly 1 i 10, przystepuje-
my do jej wyznaczenia metoda Forda (na rys. 60. zaznaczono ja pogrubiona
linia).

13,52 5

25,157

27.3/9

Rys. 60. Sie¢ zalezno$ci czynno$ci z zaznaczeniem drogi krytycznej

Po oszacowaniu wida¢, ze droga krytyczna dla naszego przedsiewziecia
wynosi 27,3 tygodnie. Wszystkie czynnosci, ktére leza na $ciezce krytycznej
nazywaja sie czynnosciami krytycznymi. Wida¢, ze analizowane przez nas
przedsiewziecie posiada tylko trzy czynnos$ci niekrytyczne: CDE, KL i HI.
Oznacza to, ze w pewnych granicach czasowych mozna opézni¢ ich wykona-
nie nie narazajac na opdznienie calego przedsiewziecia. Nie mozna natomiast
w zadnym wypadku opézni¢ czynnosci krytycznych, jesli chcemy calosé
przedsiewziecia wykonac w terminie.

5. Analiza czasowa

Analizujac graf przy poszukiwaniu drogi krytycznej mozna réwniez zdoby¢
informacje o luzach czasowych i zapasach czasu. Sa to istotne wiadomosci,
bowiem dzigki nim mozemy si¢ dowiedzie¢, w ktérym miejscu ewentualnie
moze nastgpi¢ opdznienie nie narazajace catego przedsiewziecia na niezreali-
zowanie w terminie. Luz czasowy mozemy obliczy¢ ze wzoru:
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TizT_t; -t

T — dlugo$¢ drogi krytycznej,
t, — najwczesniejszy czas dojscia do wezta i,
t. — dtugos¢ drogi krytycznej od wezta i do wezta koricowego.

Dla kazdego wezta lezacego na drodze krytycznej luz czasowy wynosi zero.
W naszym przypadku tylko jeden wezel znajduje sie poza nia: wezet 5. Dla
niego:

i=5
t.=205
£ =48

Droga krytyczna (T) naszego przedsiewziecia wynosi 27,3. Stad luz cza-
sowy to:

T,=27,5-48-205=2

Planowane przez nas przedsiewziecie ma trzy czynnosci niekrytyczne. Sa
to: CDE, J i HI. Tylko one moga by¢ opdznione w pewnych granicach bez
opdzniania catosci. Jak duze moze by¢ to opdznienie mozna sprawdzi¢ przez
policzenie zapaséw czasu odpowiednich dla kazdej czynnosci. Zapas czasu
czynnosci laczacej wezly i z j obliczamy ze wzoru:

t=T-t —t—-d,
ij j i i

T — droga krytyczna calego przedsiewziecia = 27,3,
t - droga krytyczna od wezta j do konca,

t, — najwczesniejszy czas dojscia do wezta i,

d, — czas wykonania danej czynnosci.

Dla czynnosci CDE (wezly 3 — 5):

t,=13,5

3
t'=438
Aepe="7
tepr=2
Luz czasowy dla czynno$ci CDE wynosi 2.
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Dla czynnosci J (wezly 5 — 7):

t. =205
t'=23
d=25
t:

Luz czasowy dla czynnosci / wynosi 2.
Dla czynnosci HI (wezly 4 — 9):

t,= 18,5
t, = 0,15
d, =35
t, =515

Luz czasowy dla czynnos$ci HI wynosi 5,15.

6. Wykres Gantta

Wykres Gantta dla rozpatrywanego przez nas przedsiewziecia przedsta-

wiony jest na rysunku 61.

13,52

Rys. 61. Wykres Gantta dla czynno$ci wystepujacych przy organizacji zawodow
lekkoatletycznych

Zaprezentowany na rys. 61 wykres Gantta przedstawia optymalny harmo-
nogram pracy tj. organizacji lekkoatletycznych zawodéw rangi mistrzowskiej
z miedzynarodowa obsada. Wyraznie wida¢, ze dla rozpatrywanego przed-
siewzigcia czynno$ciami niekrytycznymi sa: CDE, ] oraz HI. Oznacza to, ze
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zadania takie jak: kampania reklamowa, rozprowadzenie biletéw, opracowa-
nie i prezentacja oficjalnego logo imprezy, przygotowanie do obslugi wyjazdu
uczestnikéw i ceremonii zakoriczenia imprezy oraz przyjazd kibicéw mozna
wykonywac rownolegle z czynnosciami krytycznymi.
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